
高等代数 II 习题课 Week 15 2023.06.05

1. 求出正交矩阵 P , 使得 P ′AP 为对角阵:

(i) A =

 0 1 2

1 0 1

2 1 0

; (ii) A =

 5 4 3

4 5 3

3 3 2

；(iii) A =

 4 0 −6

0 1 0

−6 0 9

.

解: (i) P ′AP =

 1 1 0
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(iii) P =
1√
13

 0 2 3
√
13 0 0
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 ,P ′AP =

 1
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.

2. 设二次型 f = 2x2
1 + 3x2

2 + 3x2
3 + 2ax2x3(a > 0) 通过正交变换化为 f = y21 + 2y22 + 5y23,

求 a 和所用的正交变换.

解由题设二次型 f 的矩阵 A =

 2

3 a

a 3

 相似于 diag(1, 2, 5), 所以它的特征多项式为

(λ− 1)(λ− 2)(λ− 5). 而 |λE − A| = (λ− 2) (λ2 − 6λ+ 9− a2), 即是说

(λ− 2)
(
λ2 − 6λ+ 9− a2

)
= (λ− 1)(λ− 2)(λ− 5)

故得 9− a2 = 5, 即 a = 2 (因题设 a > 0 ). 再对 A =

 2

3 2

2 3

 的特征值 1, 2, 5 分别求得

特征向量:

α1 = (0, 1,−1)′, α2 = (1, 0, 0)′, a1 = (0, 1, 1)′.

它们已是正交的, 只需单位化:

β1 =

(
0,

1√
2
,− 1√

2

)
, β2 = (1, 0, 0)′, β1 =

(
0,

1√
2
,
1√
2

)
.

故 [x1, x2, x3]
′ = (β1, β2, β3)[y1, y2, y3]

′.
3. 设 x1,x2, · · · ,xk 及 y1,y2, · · · ,yk 是欧氏空间 V 中两组向量. 证明: 存在 V 上的正交

变换 φ, 使

φ (xi) = yi(i = 1, 2, · · · , k)

成立的充分必要条件是这两组向量的 Gram 矩阵相等.
证明：首先证明必要性，对任意的 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ k, 有 (xi,xj) = (φ(xi), φ(xj)) =

(yi,yj), 则两组向量 Gram 矩阵相等. 充分性: 它们的 Gram 矩阵相同, 任取 α, β ∈ V , 设它们
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在基 {x1, x2, · · · , xk} 下的坐标向量分别为 f , g, 则 φ(α), φ(β) 在基 {y1, y2, · · · , yk} 下的坐标
向量也分别为 f , g, 于是

(φ(α), φ(β)) = f ′G (x1, x2, · · · , xk) g = f ′G (y1, y2, · · · , yk) g = (α, β)

4. 设 A,B 是 n 阶实方阵满足 A′A = B′B, 求证存在正交矩阵 O 使得 B = OA.
证明：用极分解: 设 A = O1P,B = O2Q,这里 O1, O2是正交矩阵, P,Q是半正定矩阵,那么

A′A = P ′P = P 2 = Q2 = B′B, 从而根据平方根的唯一性知道 P = Q. 所以 B =
(
O2O

−1
1

)
A.

5. 设 A,B 为 n 阶实正交方阵, 证明: |A| = |B| 当且仅当 n− r(A+B) 为偶数.
证明：考察正交矩阵 C = AB−1, 那么 rank(A+ B) = rank(C + I), 而且 n− rank(C+ I)

就是 C 的特征值中 -1 的个数. 所以 C 是第一类的当且仅当 C 的特征值中 -1 的个数为偶数.
6. 设 A 是欧式空间 V 上的正交变换, 且 detA = 1. 求证存在 V 上的正交变换 B 使得

A = B2.
证明: 首先存在一组标准正交基使得 A 在这组基下的矩阵形如注意由于 detA = 1, 所以

A 的特征值中 -1 的个数是偶数, 所以可以把特征值中的-1 两两组合使得 A 成为上面的形状.
现在根据旋转的几何直观不难有(

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
=

(
cos θ

2
− sin θ

2

sin θ
2

cos θ
2

)2

(
−1 0

0 −1

)
=

(
cos π

2
− sin π

2

sin π
2

cos π
2

)2

只要令 B = diag{
(

cos θ
2

− sin θ
2

sin θ
2

cos θ
2

)
, · · · ,

(
cos π

2
− sin π

2

sin π
2

cos π
2

)
, 1, · · · , 1}

7. 设 A 为 n 阶实对称阵, 证明: A 有 n 个不同特征值的充要条件是, 对 A 的任一特征值
λ0 及对应的特征向量 α, 矩阵 (

A− λ0In α

α′ 0

)
均非异.

证明：设 P 为正交矩阵，使的 P ′AP = diagλ1, λ2, . . . , λn ，其中 λ1 = λ0 ，正交矩阵的
第一列可取为单位特征向量 α/∥α∥. 于是 Pe1 = α/∥α∥, 即 P ′α = ∥α∥e1 = (∥α∥, 0, · · · , 0)′. 考
虑如下正交相似变换:(

P ′ O

O 1

)(
A− λ0In α

α′ 0

)(
P O

O 1

)
=

(
P ′ (A− λ0In)P P ′α

α′P 0

)

=



0 ∥α∥
λ2 − λ0

. . .
λn − λ0

∥α∥ 0


,
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最后一个矩阵空白处均为 0 . 两边取行列式即得
∣∣∣∣∣ A− λ0In α

α′ 0

∣∣∣∣∣ = −∥α∥2 (λ2 − λ0) · · · (λn − λ0),

由此即得充要条件.
8. 设 A,B 为 n 阶正定实对称阵, 证明:

2n+1

|A+B|
≤ 1

|A|
+

1

|B|

且等号成立的充分必要条件为 A = B.

证明：注意到问题的条件和结论在同时合同变换 A 7→ C ′AC,B 7→ C ′BC 下不改变, 故由
例 9.75 不妨从一开始就假设 A = In,B = diag {λ1, λ2, · · · , λn}, 其中 λi > 0. 由基本不等式可
得

|A+B|
(

1

|A|
+

1

|B|

)
=

n∏
i=1

(1 + λi) ·
(
1 +

1

λ1 · · ·λn

)
≥ 2n

n∏
i=1

√
λi ·

2√
λ1 · · ·λn

= 2n+1

等号成立当且仅当所有的 λi = 1, 即当且仅当 A = B.
9. 求证 n 阶实矩阵 A 是对称矩阵的充要条件是 A2 = A′A.
证明：两边求迹:

n∑
i=1

n∑
j=1

aijaji =
n∑

i=1

n∑
j=1

a2ij

两边乘以 2:
n∑

i=1

n∑
j=1

2aijaji =
n∑

i=1

n∑
j=1

2a2ij =
n∑

i=1

n∑
j=1

a2ij + a2ji

变形:
n∑

i=1

n∑
j=1

(aij − aji)
2 = 0

从而 aij = aji, 即 A 对称. 或者也可以利用 tr (A− A′) (A− A′)′ ⩾ 0 且等号成立当且仅当
A = A′.

10. 设 A,B,C 为 n 阶实对称阵, 请用实对称阵的正交相似标准型理论证明:

tr
(
(ABC)2

)
≤ tr

(
A2BC2B

)
,

并求等号成立的充分必要条件.
证明：设 P 为正交阵, 使得 P ′AP = diag {λ1, λ2, · · · , λn} 为正交相似标准型. 考虑到问

题的条件和结论在同时正交相似变换 A 7→ P ′AP,B 7→ P ′BP,C 7→ P ′CP 下不改变, 故不妨从
一开始就假设 A = diag {λ1, λ2, · · · , λn} 为对角阵. 设 BC = (bij), 则 ABC = (λibij), 于是

tr
(
(ABC)2

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

(λibij) (λjbji) =
n∑

i=1

λ2
i b

2
ii + 2

∑
1≤i<j≤n

λiλjbijbji

又 BC2B = (BC)(BC)′ = (
∑n

k=1 bikbjk), 故 A2BC2B = (λ2
i

∑n
k=1 bikbjk), 于是

tr
(
A2BC2B

)
=

n∑
i=1

n∑
k=1

λ2
i b

2
ik =

n∑
i=1

λ2
i b

2
ii +

∑
1≤i<j≤n

(
λ2
i b

2
ij + λ2

jb
2
ji

)
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因此
tr
(
A2BC2B

)
− tr

(
(ABC)2

)
=

∑
1≤i<j≤n

(λibij − λjbji)
2 ≥ 0

等号成立当且仅当 λibij = λjbji(1 ≤ i < j ≤ n), 这当且仅当 λibij = λjbji(1 ≤ i, j ≤ n ，这也
当且仅当 ABC = CBA = (ABC)′, 即当且仅当 ABC 为对称阵. 另外, 也可利用高代白皮书例
2.49 给出一个简洁的证明.


