
高等代数 II 习题课 Week 2 2023.03.06

1. 请用多元多项式的整性证明: 数域 K 上的 n 阶方阵全体构成的线性空间 Mn(K) 有一

组 (无穷组) 由非异矩阵构成的基.
证：设 n2 个矩阵为
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将这些矩阵的元素排成 n2 个列向量, 再拼在一起成为一个 n2 阶矩阵
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显然, 矩阵 X i 是非异阵当且仅当 det (X i) ̸= 0, 矩阵 X1,X2, · · · ,Xn2 线性无关当且仅当

det(M ) ̸= 0. 考虑关于未定元 x
(k)
ij (1 ≤ i, j ≤ n, 1 ≤ k ≤ n2) 的多元多项式

f
(
x
(k)
ij

)
= det (X1) det (X2) · · · det (Xn2) det(M )

注意到 det (X i) (1 ≤ i ≤ n2) 和 det(M ) 作为多元多项式都不为零, 故由多元多项式的
整性可知, 它们的乘积 f 也非零, 从而在数域 K 中存在一组 (无穷组) 数 a

(k)
ij (1 ≤ i, j ≤

n, 1 ≤ k ≤ n2 ), 使得 f
(
a
(k)
ij

)
̸= 0. 因此, Mn(K) 有一组 (无穷组) 由非异矩阵构成的基. 也可

以直接进行构造: 设 Eij 是 n 阶基础矩阵, 则容易验证 {In +Eij(1 ≤ i, j ≤ n)} 是一组非异矩
阵构成的基.

2. 设数域 K 上的二元多项式 f(x, y) 关于 x 的次数小于等于 n, 关于 y 的次数小于等于

m. 设 K 中存在两组互不相同的数 a0, a1, · · · , an 和 b0, b1, · · · , bm, 使得

f (ai, bj) = 0, 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m,

证明: f(x, y) 是零多项式.
证明：将 f(x, y) 整理为关于主未定元 x 的多项式:

f(x, y) = cn(y)x
n + cn−1(y)x

n−1 + · · ·+ c1(y)x+ c0(y)

其中 ci(y)(0 ≤ i ≤ n) 都是关于 y 的次数小于等于 m 的多项式. 对于给定的 bj(0 ≤ j ≤ m),
关于 x 的多项式 f (x, bj) = cn (bj) x

n + cn−1 (bj) x
n−1 + · · ·+ c1 (bj) x+ c0 (bj) 至少有 n+ 1 个

不同的根 a0, a1, · · · , an, 于是 f (x, bj) 必为零多项式, 即有 cn (bj) = cn−1 (bj) = · · · = c1 (bj) =

c0 (bj) = 0(0 ≤ j ≤ m). 这说明每个关于 y 的次数小于等于 m 的多项式 ci(y)(0 ≤ i ≤ n) 都有

m+ 1 个不同的根 b0, b1, · · · , bm, 从而它们只能是零多项式, 于是 f(x, y) 也是零多项式.
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3. 已知对任意的 t, 有

f (tx1, tx2, · · · , txn) = trf (x1, x2, · · · , xn) .

证明：f (x1, x2, · · · , xn) 是一个 r 次齐次多项式.
证：将 f 进行齐次多项式分解：f (x1, x2, · · · , xn) = fm(x1, x2, · · · , xn)+fm+1(x1, x2, · · · , xn)+

· · ·+ fn(x1, x2, · · · , xn), 其中 1 ≤ m ≤ n = deg f . 则

f (tx1, tx2, · · · , txn) = fm(tx1, tx2, · · · , txn) + fm+1(tx1, tx2, · · · , txn) + · · ·+ fn(tx1, tx2, · · · , txn)

= tmfm(x1, x2, · · · , xn) + tm+1fm+1(x1, x2, · · · , xn) + · · ·+ tnfn(x1, x2, · · · , xn).

又因

f (tx1, tx2, · · · , txn) =trf (x1, x2, · · · , xn)

=trfm (x1, x2, · · · , xn) + · · · trfn (x1, x2, · · · , xn) ,

通过比较不同次数的多项式前的系数，可得 r = m = n，即 f = fr(x1, · · · , xn) 是一个 r 次的

齐次多项式。

4. 设 x1, x2, . . . , xn 为多项式 xn + a1x
n−1 + · · · + an−1x + an 的 n 个根，证明: x2, . . . , xn

的任一对称多项式均可表示为 x1 与 a1, a2, . . . , an 的多项式.
证明：设 x1, x2, · · · , xn的初等对称多项式为 σ1, σ2, · · · , σn,则由韦达定理可知 σi = (−1)iai(1 ≤

i ≤ n). 由对称多项式基本定理, 我们只要证明 x2, · · · , xn 的初等对称多项式 τk(1 ≤ k ≤ n− 1)

均可表示为 x1 与 a1, a2, · · · , an 的多项式即可. 注意到对任意的 1 ≤ k ≤ n, 成立

σk =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

xi1xi2 · · · xik

= x1

∑
2≤i2<···<ik≤n

xi2 · · · xik +
∑

2≤i1<i2<···<ik≤n

xi1xi2 · · · xik = x1τk−1 + τk,

其中约定 τ0 = 1, τn = 0. 我们对 k 进行归纳. 当 k = 1 时, τ1 = σ1 − x1 = −a1 − x1, 结论成立.
假设 τk−1 可表示为 x1 与 a1, a2, · · · , an 的多项式, 则 τk = σk − x1τk−1 = (−1)kak − x1τk−1 也

可表示为 x1 与 a1, a2, · · · , an 的多项式.

5. 利用 Newton 公式将 s4 用初等对称多项式表示出来.
解：n = 1 时, 显然有 s4 = σ4

1.
n = 2 时, 由 Newton 公式可得


s1 − σ1 = 0

s2 − s1σ1 + 2σ2 = 0

s3 − s2σ1 + s1σ2 = 0

s4 − s3σ1 + s2σ2 = 0

解得 s4 = σ4
1 − 4σ2

1σ2 + 2σ2
2.

n = 3 时, 由 Newton 公式可得
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s1 − σ1 = 0

s2 − s1σ1 + 2σ2 = 0

s3 − s2σ1 + s1σ2 − 3σ3 = 0

s4 − s3σ1 + s2σ2 − s1σ3 = 0

解得 s4 = σ4
1 − 4σ2

1σ2 + 4σ1σ3 + 2σ2
2.

n ≥ 4 时, 由 Newton 公式可得


s1 − σ1 = 0

s2 − s1σ1 + 2σ2 = 0

s3 − s2σ1 + s1σ2 − 3σ3 = 0

s4 − s3σ1 + s2σ2 − s1σ3 + 4σ4 = 0

解得 s4 = σ4
1 − 4σ2

1σ2 + 4σ1σ3 + 2σ2
2 − 4σ4.

6. 把 n 元对称多项式 f =
∑

i ̸=j x
3
ixj 表示为初等对称多项式的多项式.

解：通过计算可得 f = σ2
1σ2 − 2σ2

2 − σ1σ3 + 4σ4.

7. 设 λ1, λ2, · · · , λn 为 n 个复数, 满足:

λ1 + λ2 + · · ·+ λn = r

λ2
1 + λ2

2 + · · ·+ λ2
n = r

· · · · · · · · · · · ·
λn
1 + λn

2 + · · ·+ λn
n = r

λn+1
1 + λn+1

2 + · · ·+ λn+1
n = r

其中 r ∈ [0, n] 为整数. 请用 Newton 公式证明: λ1, λ2, · · · , λn 中有 r 个 1, n− r 个 0 .
证：设 Sk =

∑n
i=1 λ

k 及其对应的 σk. 通过 Newton 公式直接计算可得：σ1 = Cr
1 , σ2 =

Cr
2 , · · · , σr = Cr

r , σr+1 = · · · σn = 0. 可得 λ1, · · · , λn 满足的方程为

xn − Cr
1x

n−1 + Cr
2x

n−2 + · · ·+ (−1)rxn−r = 0,

即 (x− 1)rxn−r = 0. 因此证得 λ1, λ2, · · · , λn 中有 r 个 1, n− r 个 0 .

8. (1) 请将下列对称有理函数表示为初等对称多项式的有理函数, 并求 σ1 = 0 时的函数

值:

Q (x1, x2, x3) =
x2
1

2x2
1 + x2x3

+
x2
2

2x2
2 + x3x1

+
x2
3

2x2
3 + x1x2

(2) 请将下列对称有理函数表示为初等对称多项式的有理函数, 并求 σ1 = 2, σ2 = −6, σ3 = 1

时的函数值:

Q (x1, x2, x3) =
1

x1x2 + 2x3

+
1

x2x3 + 2x1

+
1

x3x1 + 2x2

.

解. (1) 通分后可得
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Q (x1, x2, x3) =

x2
1 (2x

2
2 + x3x1) (2x

2
3 + x1x2) + x2

2 (2x
2
3 + x1x2) (2x

2
1 + x2x3) + x2

3 (2x
2
1 + x2x3) (2x

2
2 + x3x1)

(2x2
1 + x2x3) (2x2

2 + x3x1) (2x2
3 + x1x2)

.

注意到 Q (x1, x2, x3) 的分子和分母都是关于 x1, x2, x3 的 6 次齐次对称多项式, 故可通过
待定系数法将它们化为初等对称多项式的多项式. 经计算可得

Q (x1, x2, x3) =
σ3
1σ3 + 4σ3

2 − 15σ1σ2σ3 + 27σ2
3

2σ3
1σ3 + 4σ3

2 − 18σ1σ2σ3 + 27σ2
3

.

当 σ1 = 0 时, Q (x1, x2, x3) = 1.
(2) 通分后可得

Q (x1, x2, x3) =

(x2x3 + 2x1) (x3x1 + 2x2) + (x3x1 + 2x2) (x1x2 + 2x3) + (x1x2 + 2x3) (x2x3 + 2x1)

(x1x2 + 2x3) (x2x3 + 2x1) (x3x1 + 2x2)
.

注意到 Q (x1, x2, x3) 的分子和分母都是关于 x1, x2, x3 的对称多项式, 故可通过 Vieta 定
理将它们化为初等对称多项式的多项式. 经计算可得

Q (x1, x2, x3) =
σ1σ3 + 2σ1σ2 − 6σ3 + 4σ2

σ2
3 + 2σ2

1σ3 − 4σ2σ3 + 4σ2
2 − 8σ1σ3 + 8σ3

.

当 σ1 = 2, σ2 = −6, σ3 = 1 时, Q (x1, x2, x3) = − 4
13

.

9. 已知多项式 f(x) = x2 + (k + 6)x + (4k + 2) 和 g(x) = x2 +(k + 2)x + 2k 的结式

R(f, g) = 0, 求 k 的值。

解：直接计算结式可得 R(f, g) = −4k2 + 16k − 12. 设其为 0 可解得 k = 1, 3.

10. 设 f(x) 是数域 K 上的多项式，已知 ∆(f(x)), 试求 ∆(f(x2)).
解：设 f(x) = a0(x− x1) · · · (x− xn)，则其判别式可写成：

∆(f) = a2n−2
0 Π1≤i<j≤n(xi − xj)

2.

令

g(x) =f(x2)

=a0(x
2 − x1) · · · (x2 − xn)

=a0(x−
√
x1)(x+

√
x1) · · · (x−

√
xn)(x+

√
xn).
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这里
√
xi 是复数意义下的。由此可得

∆(g) =a4n−2
0 (

√
x1 −

√
x2)

2(
√
x1 +

√
x2)

2 · · · (√xn−1 −
√
xn)

2(
√
xn−1 +

√
xn)

2

· · · (−
√
x1 −

√
x2)

2(−
√
x1 +

√
x2)

2 · · · (−√
xn−1 −

√
xn)

2(−√
xn−1 +

√
xn)

2

· Πn
i=1(−2

√
xi)

2

=a4n−2
0 Π1≤i<j≤n(xi − xj)

4Πn
i=1(2

√
xi)

2

=(∆(f))2a204
nΠn

i=1xi

=(∆(f))2a0an(−4)n.


