
高等代数 II 习题课 Week 3 2023.03.13

1. 求下列矩阵的特征值和相应的特征向量:

(i)

 3 −2 0

−1 3 −1

−5 7 −1

; (ii)

 3 6 6

0 2 0

−3 −12 −6

.

解 (i) λ1 = 1, ξ1 = c1

 1

1

1

, c1 ∈ R, λ2 = 2(两重根), ξ2 = c2

 2

1

−1

, c2 ∈ R.

(ii) λ1 = 0, ξ1 = c1

 2

0

−1

, c1 ∈ R, λ2 = 2, ξ2 = c2

 12

−5

3

, c2 ∈ R，λ3 = −3

ξ3 = c3

 1

0

−1

, c3 ∈ R.

2. 已知向量 x = (1, k, 1)
′ 是矩阵 A =

 2 1 1

1 2 1

1 1 2

 的逆矩阵的特征向量，求 k.

解：当 λ = 1, k = −2; 当 λ = 1/4, k = 1.
3. 设 A 为 3 阶矩阵, 其特征值为 1,−1, 2. 求 (1) 行列式 |A− 5I|. (2) (A∗)2 + I 的特征值.
解 (1)令 f(x) = x−5,则 A−5I = f(A),所以 A−5I 的全部特征值为 f(1) = −4, f(−1) =

−6, f(2) = −3. 因此 |A − 5I| = (−4)(−6)(−3) = −72. (2) 由于 AA∗ = |A| · I 而且 |A| =
1 · (−1) · 2 = −2 ̸= 0, 所以 A∗ = −2A−1. 令 g(x) = (−2x)2 +1, 则 (A∗)2 + I = g (A−1). 而 A−1

的全部特征值为 1−1 = 1, (−1)−1 = −1, 2−1 = 1/2, 所以 (A∗)2 − 5I 的全部特征值为 g(1) = 5,
g(−1) = 5, g(1/2) = 2.

4. 设 n 阶矩阵 A = (aij)n×n 的特征值为 λ1, · · · , λn, 其中 aij = |i− j|, 求
∑n

i=1 λ
2
i .

[分析] 因为 λ2
1, · · · , λ2

n 恰好是矩阵 A2 的全部特征值, 所以只要求 A2 的迹. 解平方数
λ2
1, · · · , λ2

n 恰好是矩阵 A2 的全部特征值, 故它们的和是矩阵 A2 的迹; 但矩阵 A2 的对角线
(i, i) 元素是

∑n
j=1 aijaji; 所以

∑n
i=1 λ

2
i = trA2 =

∑n
i=1

∑n
j=1 aijaji =

∑n
i=1

∑n
j=1 |i − j|2 =∑n

k=1 2k(n− k)2 = n2(n2−1)
6

. 注：12 + 22 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6

, 13 + 23 + · · ·+ n3 = n2(n+1)2

4
.

5. 设 V = Mn(C) 是 n 阶复方阵全体构成的集合.
(1) 将 V 看成是复线性空间, V 上的线性变换 φ 定义为 φ(X) = JX, 其中 J 是基础循环

矩阵 (高代白皮书例 2.1), 试求 φ 的全体特征值和对应的特征向量;
(2) 将 V 看成是实线性空间, V 上的线性变换 φ 定义为 φ(X) = X, 其中 X 是 X 的共轭

矩阵, 试求 φ 的全体特征值和对应的特征向量.
解：(1) 设 ωk = cos 2kπ

n
+ i sin 2kπ

n
(0 ≤ k ≤ n− 1), 则由高代白皮书例 6.9 和例 6.55 可知,

αk =
(
1, ωk, · · · , ωn−1

k

)′ 是基础循环矩阵 J 关于特征值 ωk 的特征向量, 且 α0,α1, · · · ,αn−1

线性无关. 设 e′
i = (0, · · · , 1, · · · , 0) 为标准单位行向量, 参考高代白皮书例 6.1 的讨论可

知, φ (αke
′
i) = J (αke

′
i) = (Jαk) e

′
i = ωk (αke

′
i), 即 αke

′
i 是 φ 关于特征值 ωk 的特征向

量. 容易验证 {αke
′
i(0 ≤ k ≤ n− 1, 1 ≤ i ≤ n)} 是一组线性无关的矩阵, 于是 φ 的特征值为
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ωk(0 ≤ k ≤ n − 1) (各 n 重), 对应的线性无关特征向量为 αke
′
i(0 ≤ k ≤ n − 1, 1 ≤ i ≤ n).

(2) 显然, φ 是实线性变换 (不是复线性变换) 且满足 φ2 = IV , 于是 φ 的特征值只可能是 ±1.
设 X = A + iB ∈ V , 其中 A,B 都是实矩阵, 若 φ(X) = X, 则有 A − iB = A + iB, 于是
B = O; 若 φ(X) = −X, 则有 A − iB = −A − iB, 于是 A = O. 因此, φ 的特征值为 ±1(各
n2 重), 特征值 1 的线性无关特征向量为 {Eij(1 ≤ i, j ≤ n)}, 特征值 -1 的线性无关特征向量
为 {iEij(1 ≤ i, j ≤ n)}.

6. 证明: 对角形矩阵
a1 0 · · · 0

0 a2 · · · 0
... ... ...
0 0 · · · an

 与


b1 0 · · · 0

0 b2 · · · 0
... ... ...
0 0 · · · bn


相似的充分必要条件是 b1, b2, · · · , bn 是 a1, a2, · · · , an 的一个排列.

证充分性. 设 b1, b2, · · · , bn是 a1, a2, · · · , an的一个排列, bj = a1, (j = 1, 2, · · · , n, i1, i2, · · · , in
是 1, 2, · · · , n 的一个排列). 当前一矩阵被视为 n 维向量空间 V 中某线性变换 σ 在标准基
(ε1, ε2, · · · , εn) 下的矩阵, 即有

σ (ε1, ε2, · · · , εn) = (ε1, ε2, · · · , εn)


a1 0 · · · 0

0 a2 · · · 0
... ... ...
0 0 · · · an


时, 那么后一矩阵便是 V 中同一线性变换在基 (εi1 , εi2 , · · · , εi∗) 下的矩阵, 即

σ (εi1 , εi2 , · · · , εin) = (εi1 , εi2 , · · · , εin)


ai1 0 · · · 0

0 ai2 · · · 0
... ... ...
0 0 · · · ain



= (εi1 , εi2 , · · · , εin)


b1 0 · · · 0

0 b2 · · · 0
... ... ...
0 0 · · · bn

 ,

故两矩阵相似.
必要性. 分别记两矩阵为 A 与 B, 并设 A,B 相似, 则两特征多项式相等, 即

|λI −A| = |λI −B| 或
n∏

1=1

(λ− ai) =
n∏

i=1

(λ− bi) ,

故有 bi = aii , 即 b1, b2, · · · , bn 是 a1, a2, · · · , an 的一个排列.
7. 设 A,B 为 n 阶矩阵, 设 g(λ) = |λIn − B| 是 B 的特征多项式, 证明矩阵 g(A) 可逆的

充要条件是 A 和 B 没有公共的特征值.
证设 g(λ) = (λ− λ1) · · · (λ− λn), 即 λ1, · · · , λn 是 B 的全部特征根,
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则 g(A) = (A− λ1I) · · · (A− λnI) = (−1)n (λ1I − A) · · · (λnI − A), 那么行列式 |g(A)| =
(−1)n

2|λ1I − A| · · · |λnI − A| 矩阵 g(A) 可逆的充要条件是行列式 |g(A)| ̸= 0, 它的充要条件是
每个 |λiI − A| ̸= 0(1 ⩽ i ⩽ n), 也就是所有 λi(1 ⩽ i ⩽ n) 都不是 A 的特征值.

8. 设 n 阶方阵 A 的所有元素都是整数, 其中阶数 n 为偶数, 并且对任意的 1 ≤ r ≤ n, A
的所有 r 主子式之和都是奇数. 证明: 不存在整数 k, 使得线性方程组 Ax = kx 有非零解.
证明：设 A 的特征多项式为 f(λ) = λn + a1λ

n−1 + · · · + an−1λ + an, 则由高代白皮书
的例 1.47 可知, ar 等于 (−1)r 乘以 A 的 r 阶主子式之和, 再由假设可知 ar(1 ≤ r ≤ n) 都
是奇数, 以及 n 是偶数. 用反证法证明结论, 若存在整数 k, 使得 Ax = kx 有非零解, 则 k

是 A 的特征值, 即为 f(λ) 的根. 若 k 为奇数, 则 kn, a1k
n−1, · · · , an−1k 和 an 都是奇数, 于

是 f(k) = kn + a1k
n−1 + · · · + an−1k + an 为奇数, 这与 f(k) = 0 矛盾. 若 k 为偶数, 则

kn, a1k
n−1, · · · , an−1k 都是偶数, 但 an 为奇数, 于是 f(k) = kn + a1k

n−1 + · · · + an−1k + an 为
奇数, 这与 f(k) = 0 矛盾.

9.设 A是数域 K上的 n阶方阵,并且存在 K上的 n阶方阵 B,使得 AB−BA = aIn+A,
其中 a ∈ K, 试求 A 的特征多项式.

解：将条件整理为 (aIn + A)B − B (aIn + A) = aIn + A, 由高代白皮书例 6.32 及其注可
知, aIn +A 的特征值全为零, 从而 A 的特征值全为 −a,A 的特征多项式为 (λ+ a)n.

10. 设 A,B 为 n 阶方阵, 满足: A2 − 2AB +B2 = 0.
(1) 若 n = 2, 证明: AB = BA;
(2) 若 n ≥ 3, 举例说明: AB = BA 不一定成立.
证明：由 A2−2AB+B2 = O 经整理可得 (A−B)2 = AB−BA = (A−B)B−B(A−B).

令 C = A − B, 则 C2 = CB − BC. 由高代白皮书例 6.32 及其注可知 C2 是幂零阵, 从而 C

也是幂零阵. (1) 若 n = 2, 则 O = C2 = AB − BA, 即有 AB = BA. (2) 若 n ≥ 3, 则令
A = E23,B = E12,则A2−2AB+B2 = E2

23−2E23E12+E2
12 = 0. 此时, AB = O,BA = E13,

两者不相等.


