
高等代数 II 习题课 Week 5 2023.03.27

1. 设 A =

 1 −2 2

−2 −2 4

2 4 −2

. 求矩阵 P 使得 P−1AP 为对角矩阵.

解：令 P = (X1, X2, X3) =

 −2 2 1

1 0 2

0 1 −2

, 则 P 1ΛP =

 2

2

−7

.

2. 设矩阵 A =

 −2 0 0

2 x 2

3 1 1

 与 B =

 −1

2

y

 相似,

(1) 求 x, y 的值.
(2) 求可逆矩阵 P 使得 P−1AP = B.
解:(1) 因为 | − 2I − A| = 0, 所以矩阵 A 有特征值 -2 . 那么矩阵 B 也有特征值 -2 . 但 B

的特征值为 −1, 2, y; 故 y = −2. 再由 trA = trB, 即 −2 + x+ 1 = −1 + 2 + y, 就得 x = 0.
(2) 对特征值 -1 , 求解线性方程组 (−I − A)X = 0, 得基础解系 x1 = (0, 2, −1)′. 对特征

值 2, 求解线性方程组 (2I − A)X = 0, 得基础解系 x2 = (0, 1, 1)′. 对特征值 -2 , 求解线性方

程组 (−2I − A)X = 0, 得基础解系 x3 = (1, 0, −1)′. P = (X1, X2, X3) =

 0 0 1

2 1 0

−1 1 −1

, 恻

P−1AP = B.

3. 设 A =


1 −1 0 1

1 1 1 0

0 −1 1 1

1 0 1 1

 , 试将 A−1 表示为 A 的三次多项式.

解 f(λ) = (λ− 1)4, f(A) = 0, A(A3 − 4A2 + 2A) = −I, A−1 = −A3 + 4A2 − 2A.
4. 设 n 阶复方阵 A,B 满足 A+B = AB, 求证: A 的特征值 λ1, · · · , λn 和 B 的特征值

µ1, · · · , µn 经过适当的排序后, 可满足 λi + µi = λiµi(1 ≤ i ≤ n). 特别地, A 是幂零阵当且仅
当 B 是幂零阵.

证明：由高代白皮书例 2.21 可知 AB = BA, 再由高代白皮书例 6.40 可知 A,B 可同时

上三角化, 即存在非异阵 P , 使得

P−1AP =


λ1 ∗ · · · ∗

λ2 · · · ∗
. . . ...

λn

 ,P−1BP =


µ1 ∗ · · · ∗

µ2 · · · ∗
. . . ...

µn


比较等式 P−1AP +P−1BP =

(
P−1AP

) (
P−1BP

)
两边矩阵的主对角元即得 λi + µi =

λiµi(1 ≤ i ≤ n).A 为幂零阵当且仅当所有的 λi = 0, 由上式可知这当且仅当所有的 µi = 0, 这
也当且仅当 B 为幂零阵.

5. 设 A, B, AB 都是 n 阶实对称阵, 证明: 若 s 是 AB 的一个特征值, 则存在 A 的特征

值 λ0 和 B 的特征值 µ0, 使得 s = λ0µ0.
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证明：由 A,B,AB 都是实对称阵可知 AB = (AB)′ = B′A′ = BA,再由高代白皮书例 6.41
可知 A,B 可同时对角化, 即存在可逆阵 P , 使得

P−1AP = diag {λ1, λ2, · · · , λn} , P−1BP = diag {µ1, µ2, · · · , µn} ,

于是

P−1ABP =
(
P−1AP

) (
P−1BP

)
= diag {λ1µ1, λ2µ2, · · · , λnµn} .

因此, 对 AB 的任一特征值 s, 一定存在 i ∈ [1, n], 使得 s = λiµi.
6. 设 S 是某些 n 阶方阵构成的集合, 满足如下条件:
(1) In ∈ S;
(2) 若 A,B ∈ S, 则 AB ∈ S;
(3) 对任意的 A,B ∈ S, (AB)3 = BA 成立.
证明: S 中的矩阵可以同时对角化, 并且 S 是有限集合.
证明：由 (1) 在 (3) 中令 B = In, 则对任意的 A ∈ S,A3 = A 成立. 特别地, S 中的矩

阵均可对角化, 且特征值只可能是 0, 1,−1. 再由 (2) 和 (3) 可知, 对任意的 A,B ∈ S,AB =

(AB)3 = B, 即 S 中任意两个矩阵乘法可交换. 由高代白皮书例 6.44 可知, S 中的矩阵可同时
对角化. 考虑到特征值的限制, 不难得到 ♯S ≤ 3n.

7. (1) 若 n 阶实矩阵 A 满足 A′A = In, 则称为正交阵. 证明正交阵的特征值是模长等于
1 的复数.

(2) 设 A 是 3 阶正交阵且 |A| = 1, 求证: 存在实数 t ∈ [−1, 3], 使得

A3 − tA2 + tA− I3 = O.

证明: 注意到正交矩阵 A 的特征值为 ±1 或模长为 1 的共轭虚数, 又 |A| = 1, 故 A 的特

征值中至少有一个 1 , 另外两个特征值可设为 cos θ ± i sin θ. 设 A 的特征多项式 f(λ) =

λ3 + a1λ
2 + a2λ + a3, 则由 Vieta 定理可得 a1 = −(1 + 2 cos θ), a2 = 1 + 2 cos θ, a3 = −1. 令

t = 1 + 2 cos θ, 则 t ∈ [−1, 3], 由 Cayley-Hamilton 定理可得 A3 − tA2 + tA− I3 = O.
8. 设 A为 n阶方阵,证明: 若下列条件之一成立,则矩阵方程 AX+ XA = X 只有零解:
(1) A 为幂零阵, 即存在正整数 m, 使得 Am = O;
(2) A 的所有元素都为 1 ;
(3) A 的特征值全为偶数;
证明：将原矩阵方程整理为 AX = X (In −A), 我们只要验证 A 与 In −A 没有公共的

特征值, 那么由高代白皮书例 6.88 即得原矩阵方程只有零解 X = O.
(1) A 的特征值全为 0, In − A 的特征值全为 1 ;
(2) A 的特征值为 0 ( n− 1 重), n (1 重), In −A 的特征值为 1 ( n− 1 重), 1− n (1 重);
(3) A 的特征值全为偶数, In − A 的特征值全为奇数;
9. 设 n 阶方阵 A 适合多项式 f(x) = amx

m + am−1x
m−1 + · · · + a1x + a0, 其中 |am| >∑m−1

i=0 |ai|. 证明: 矩阵方程 2X +AX = XA2 只有零解.
证明：任取 A 的特征值 λ0, 则 f (λ0) = 0, 我们断言 |λ0| < 1. 用反证法, 若 |λ0| ≥ 1, 则

|am| =
∣∣−∑m−1

i=0 aiλ
−m+i
0

∣∣ ≤ ∑m−1
i=0 |ai| |λ0|−m+i ≤

∑m−1
i=0 |ai|, 这与假设矛盾. 将矩阵方程整理

为 (A+ 2In)X = XA2, 注意到 A+ 2In 的特征值落在 D1 : |z − 2| < 1 中, A2 的特征值落在
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D2 : |z| < 1 中, 显然这两个开圆盘不相交, 故 A + 2In 和 A2 没有公共的特征值, 最后由小白
书例 6.88 可知矩阵方程只有零解.

10. 设 n 阶实方阵 A,B 满足: A,B 的特征值都大于零, 且 A4 + 2A3B = 2AB3 +B4,
证明: A = B.

证明：将 A4 + 2A3B = 2AB3 +B4 整理为

A
(
A3 − AB2 + A2B − B3

)
=

(
A3 −AB2 + A2B − B3

)
(−B),

注意到 A 的特征值全为正数, −B 的特征值全为负数, 故 A 与 −B 没有公共的特征值, 由
高代白皮书例 6.88 可得 A3 − AB2 + A2B − B3 = O. 再将这一等式整理为 A (A2 − B2) =

(A2 − B2) (−B), 由相同的理由可得 A2 − B2 = O. 最后将上述等式整理为 A(A − B) =

(A−B)(−B), 由相同的理由可得 A = B.


