
高等代数 II 习题课 Week 7 2023.04.10

1. 已知 5 阶方阵 A 的不变因子组如下, 求 A 的有理标准型:
(1) 1, λ− 2, λ− 2, λ− 2, (λ− 2)2.
(2) 1, λ, λ, λ, λ(λ− 1).
(3)1, 1, 1, (λ− 2)(λ− 3), (λ− 1)(λ− 2)(λ− 3).
(4)1, 1, 1, λ+ 1, λ(λ+ 1)(λ+ 2)2.
2. 已知 5 阶方阵 A 的初等因子组如下, 求 A 的不变因子组和极小多项式:
(1) λ+ 5, λ+ 5, λ+ 5, λ+ 5, λ+ 5.
(2) λ, λ− 1, λ− 2, λ− 3, λ− 4.
(3) (λ+ 1)2, (λ+ 1)2, λ− 1.
(4) λ− 2, λ− 2, λ+ 1, λ+ 1, λ+ 1.
解：(1) 不变因子组: λ+ 5, λ+ 5, λ+ 5, λ+ 5, λ+ 5. 极尔多项式: λ+ 5.
(2) 不变因子组: 1, 1, 1, 1, λ(λ− 1)(λ− 2)(λ− 3)(λ− 4). 极小多项式: λ(λ− 1)(λ− 2)(λ−

3)(λ− 4).
(3) 不变因子组: 1, 1, 1, (λ+ 1)2, (λ+ 1)2(λ− 1). 极小多项式: (λ+ 1)2(λ− 1).
(4) 不变因子组: 1, 1, λ+ 1, (λ+ 1)(λ− 2), (λ+ 1)(λ− 2). 极小多项式: (λ+ 1)(λ− 2).
3. 设方阵 A 的极小多项式是 mA(λ), 数 a 6= 0. 求方阵 B = aA + bI 的极小多项式

mB(λ).
解：因 A = a−1B− a−1bI, 由 mA(A) = 0得 mA (a−1B − a−1bI) = 0. 即 mA (a−1λ− a−1b)

是 B 的零化多项式, 从而 mB(λ) | mA (a−1λ− a−1b). 特别地, 有 degmB(λ) ⩽ degmA(λ). 同
理, mB(aA + bI) = 0 从而 degmA(λ) ⩽ degmB(λ). 因此, mA (a−1λ− a−1b) 是 B 的极小多项

式. 于是存在常数

mB(λ) = c ·mA

(
a−1λ− a−1b

)
4. 设 φ 是数域 K 上 n 维线性空间 V 上的线性变换, 其中 V = C(φ,α) 为循环空间,

α 为循环向量. 设 ψ, ξ 是与 φ 乘法可交换的两个线性变换, 求证: ψ = ξ 的充要条件是

ψ(α) = ξ(α).
证明：必要性是显然的, 下证充分性. 由小白书例 7.12 可知, {α,φ(α), · · · ,φn−1(α)} 是

V 的一组基. 注意到 φψ = ψφ, φξ = ξφ 且 ψ(α) = ξ(α), 故对任意的 1 ≤ i ≤ n − 1, 有
ψ (φi(α)) = φi(ψ(α)) = φi(ξ(α)) = ξ (φi(α)), 即 ψ, ξ 在 V 的一组基上的取值都相同, 因此
ψ = ξ.

5. 设 A 为 3 阶实方阵，试求 C(A) = {B ∈M3(R)|AB = BA}.
解. 对 A的极小多项式 m(λ)的次数进行分类讨论. (1)若 degm(λ) = 1,则 A = cI3 为纯

量矩阵, 因此 C(A) = M3(R). (2) 若 degm(λ) = 2, 则 A 的不变因子组为 1, d2(λ),m(λ), 其中
deg d2(λ) = 1且 d2(λ) | m(λ),于是m(λ)在 R上可约. (2.1)若m(λ)有两个不同的实根 a, b,不
妨设 d1(λ) = λ−a,则存在非异阵 P ,使得 P−1AP = diag{a, a, b}. 任取X = (xij) ∈ C(A),则
由 AB = BA 计算可得 B = P (x11E11 + x12E12 + x21E21 + x22E22 + x33E33)P

−1. (2.2) 若
m(λ)有两个相等的实根 a,则 d1(λ) = λ−a,且存在非异阵 P ,使得 P−1AP = diag {a,J2(a)}.
任取 B = (xij) ∈ C(A), 则由 AB = BA 计算可得 B = P (x11E11 + x13E13 + x21E21+
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x22 (E22 +E33) + x23E23)P
−1. (3) 若 degm(λ) = 3, 则 A 的极小多项式等于其特征多项式,

由例 7.26 可知 C(A) = R[A] = RI3 + RA+ RA2.
6. 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间, φ 是 V 上的线性变换, f(λ),m(λ) 分别是 φ 的特

征多项式和极小多项式. 如果存在 V 的 φ-不变子空间 V1, V2, 使得

V = V1 ⊕ V2, dimV1 < dimV, dimV2 < dimV

则称 V 是 φ-可分解的, 否则称 V 是 φ-不可分解的. 证明: V 是 φ-不可分解的充分必要条件
是 f(λ) = m(λ) = p(λ)k, 其中 p(λ) 是 K 上的首一不可约多项式, k ≥ 1.

证明必要性: 设 φ 在 K 上的不变因子组为

1, · · · , 1, d1(λ), · · · , dr(λ).

由有理标准形理论知

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr,

其中 Vi 是 φ− 不变子空间, 且 φ|Vi
对应于不变因子 di(λ) 决定的 Frobenius 块 (1 ⩽ i ⩽ r). 因

为 V 关于 φ 不可分解, 故 r = 1, 从而

m(λ) = dr(λ) = f(λ).

考虑特征多项式 f(λ) 的标准因式分解

f(λ) = [p1(λ)]
k1 [p2(λ)]

k2 · · · [ps(λ)]ks ,

其中 [pi(λ)]
ki (ki > 0, 1 ⩽ i ⩽ s) 为 K 上互异的首一不可约多项式. 由作业 7.4.10 知存在直和

分解

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs,

其中 Vi = Ker [pi(φ)]ki (1 ⩽ i ⩽ s) 为 φ− 不变子空间. 因为 V 关于 φ− 不可分解, 故 s = 1, 从
而

f(λ) = [p1(λ)]
k1

充分性: 设 V 关于 φ 可分解, 我们只要证明充分条件不成立即可. 由定义知

V = V1 ⊕ V2,

其中 Vi(i = 1, 2)是 φ-不变子空间,且 dimVi > 0. 若某个 Vi 关于 φ|Vi
是可分解的,那么我们可

以继续分解下去, 最终可以得到 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr, 其中 r ⩾ 2, Vi 是 φ-不变子空间, dimVi > 0,
并且 Vi 关于 φ|Vi

(1 ⩽ i ⩽ r) 不可分解. 由必要性的证明可设 φ|Vi
的不变因子组为

1, · · · , 1, di(λ),

其中每个 di(λ)(1 ⩽ i ⩽ r) 都是某个不可约多项式的幂. 于是 φ 的极小多项式

m(λ) = lcm {d1(λ), · · · , dr(λ)} .

如果 m(λ) = f(λ) = [p(λ)]k, 则由 di(λ) | m(λ) 可设

di(λ) = [p(λ)]ki (1 ⩽ ki ⩽ k) .
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由于 m(λ) 是 d1(λ), · · · , dr(λ) 的最小公倍式, 故存在某个 1 ⩽ i ⩽ r 使得

di(λ) = [p(λ)]k,

从而
f(λ) = d1(λ) · · · dr(λ) =

[p(λ)]k1+···+kr 6= [p(λ)]k.

这与假设矛盾, 故充分条件不成立
7. 设 A 是数域 K 上的 n 阶矩阵, 其特征多项式等于极小多项式, 证明: 矩阵方程 XA =

A′X 的解是 K 上的对称阵.
证明：设 f(λ)是 A的特征多项式,也是 A的极小多项式,则由有理标准型理论可知,存在

非异阵 P ∈ Mn(K), 使得 P−1AP = F = C(f(x)) 为 A 的有理标准型 (由一个友阵 C(f(x))

构成). 由 XA = A′X 可得 (P ′XP )F = F ′ (P ′XP ), 再由
(设 Y = (yij),则由 Y F = F ′Y 经具体的计算可得 yij = yi+1,j−1(1 ≤ i ≤ n−1, 2 ≤ j ≤ n).

因此对任意的 1 ≤ i < j ≤ n, 有 yij = yi+1,j−1 = · · · = yj−1,i+1 = yji, 即 Y 为对称阵.)
可得 P ′XP = Y 为对称阵, 从而 X =

(
P−1

)′
Y P−1 也为对称阵.

8. 设 A 是数域 K 上的 n 阶矩阵, 证明存在如下分解: A = A0 +A1 +A2, 其中 A0 为 K
上的纯量矩阵, A1,A2 均为 K 上的幂零矩阵.

证明. 令 c = tr(A)/n,A0 = cIn, 则 tr (A−A0) = tr(A) − nc = 0, 即 A −A0 是迹为零

的矩阵. 由小白书例 7.24 可知, 存在 K 上的非异阵 P , 使得 P−1 (A−A0)P = B 是一个主

对角元全为零的矩阵 (归纳法 + 有理标准型）. 设 B1 为 B 的主对角线上方元素构成的主对

角元全为零的上三角矩阵, B2 为 B 的主对角线下方元素构成的主对角元全为零的下三角矩阵,
显然, B = B1 +B2, 且 B1, B2 都是幂零矩阵. 令 A1 = PB1P

−1, A2 = PB2P
−1, 则 A1, A2 都是

K 上的幂零矩阵, 且满足 A = A0 + A1 + A2.
9. 设 A ∈ Mn(K) 在数域 K 上的初等因子组为 P1(λ)

e1 , P2(λ)
e2 , · · · , Pk(λ)

ek , 其中 Pi(λ)

是 K 上互异的首一不可约多项式, ei ≥ 1(1 ≤ i ≤ k). 设 C (Pi(λ)
ei) 为相伴于多项式 Pi(λ)

ei

的友阵, 证明: A 在 K 上相似于分块对角阵

diag {C (P1(λ)
e1) ,C (P2(λ)

e2) , · · · ,C (Pk(λ)
ek)}

试用上述结论证明第三届全国大学生数学竞赛预赛一道试题: 设 A 是数域 K 上的 n 阶方阵,
证明: A 相似于 diag{B,C}, 其中 B 是 K 上的可逆阵, C 是 K 上的幂零阵, 即存在 m ∈ Z+,
使得 Cm = O.

证明：由高代教材引理 7.4.1 知 F (Pi(λ)
ei) 的不变因子组为

1, · · · , 1, Pi(λ)
ei

因此分块对角阵 F = diag {F (P1(λ)
e1) , F (P2(λ)

e2) , · · · , F (Pk(λ)
ek)} 经过 λ-矩阵的初等变换

可化为如下对角 λ-矩阵:

diag {1, · · · , 1, P1(λ)
e1 ; 1, · · · , 1, P2(λ)

e2 ; · · · ; 1, · · · , 1, Pk(λ)
ek}

由复旦高代教材引理 7.6.2 知 F 的初等因子组等于上述对角 λ-矩阵主对角元素的准素因子的
集合. 注意到每个 Pi(λ)

ei 都是准素的, 因此 F 的初等因子组为 P1(λ)
e1 , P2(λ)

e2 , · · · , Pk(λ)
ek ,

即 F 与 A 在数域 K 上有相同的初等因子组. 因此由书本定理可知 A 与 F 在数域 K 上相似.
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数学竞赛：

设 A 在数域 K 上的初等因子组为

P1(λ)
e1 , P2(λ)

e2 , · · · , Pk(λ)
ek ;λt1 , λt2 , · · · , λtr

其中 Pi(λ) 是 K 上的不可约多项式且 Pi(0) 6= 0, ei > 0, i = 1, 2, · · · , k; tj > 0, j = 1, 2, · · · , r.
注意到 F (Pi(λ)

ei) 为相伴于多项式 Pi(λ)
ei 的友阵, 从而它的特征多项式恰为 Pi(λ)

ei . 特别地,
det (F (Pi(λ)

ei)) = (−1)niPi(0)
ei 6= 0, 其中 ni = degPi(λ)

ei , 即 F (Pi(λ)
ei) 是非异阵. 令

B = diag {F (P1(λ)
e1) , F (P2(λ)

e2) , · · · , F (Pk(λ)
ek)}

则 B 是数域 K 上的非异阵. 由友阵的定义容易验证 F (λtj) 是幂零阵. 令

C = diag
{
F
(
λt1
)
, F
(
λt2
)
, · · · , F

(
λtr
)}

则 C 是数域 K 上的幂零阵. 由上述结果知 A 在数域 K 上相似于(
B 0

0 C

)
,

故结论得证.
10. 设 A,B 为 n(n ≥ 2) 阶方阵, 满足: r(A) = n− 1,AB = BA = O. 证明: A+B 为

非异阵的充分必要条件是 A 的特征值 0 的代数重数等于 1 且 B 的秩等于 1 .
证明：由于题目的条件和结论在同时相似变换: A 7→ P−1AP,B 7→ P−1BP 下保持不变,

故不妨从一开始就假设 A 为 Jordan 标准型. 因为 r(A) = n − 1, 故 A 关于特征值 0 的
几何重数为 1 , 从而属于特征值 0 的 Jordan 块只有一个, 记为 J0; 将属于其他非零特征值

的 Jordan 块合在一起, 记为 J1, 于是 A = diag {J0,J1}. 设 B =

(
B11 B12

B21 B22

)
为相应

的分块, 则由 AB = BA = O 可得 B12,B21,B22 都是零矩阵, 于是 B = diag {B11,O} 且
J0B11 = B11J0 = O ,可得当 B11 的维数 k ≥ 2时，B11(2 : k, :) = 0 以及 B11(:, 1 : k− 1) = 0，

即，除了 b1k, 其余全为 0,显然 J0+B11 为奇异阵，因此，J0+B11 为非异阵可得 k = 1且 B11

为一个非零常数，即 A+B 为非异阵的充分必要条件是 A 的特征值 0 的代数重数等于 1 且
B 的秩等于 1.


