
高等代数 II 习题课 Week 12 2023.05.15

1. 把下列二次型化为对角型化为对角型并求出非异阵 C.
(1) f(x1, x2, x3) = x2

1 + x2
2 + 3x2

3 + 4x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3,
(2) f(x1, x2, x3) = 2x1x2 + 2x1x3 + 2x1x4 + 2x2x3 + 2x3x4,
(3) f(x1, x2, x3) = x2

1 + 4x2
2 + 4x2

3 − x2
4 + 2x1x2 − 2x1x3 + 2x1x4 + 4x2x3 + 2x2x4 − 2x3x4.

2. (1) 把二次型
∑3

i=1

∑3
j=1 |i− j|xixj 化为对角型并求出对应的非异阵 C.

(2) 把二次型 f(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3 化为对角型并求出对应

的非异阵 C.

3. 设 A =

 1

−1

2

 ,B =

 1

1

−2

 ,C =

 1 1

1 1

2

 ,D =

 0 1

1 0

2

,

在实数域中，矩阵 B, C, D 中哪些与 A 相抵? 哪些与 A 合同？哪些与 A 相似?

4. 求二次型 f = x1x2 + x3x4 + · · ·+ x2n−1x2n 的秩和正、负惯性指数.
5. 求实二次型 f =

n∑
i=1

x2
i + 2a

∑
1≤i<j≤n

xixj 的秩和符号差，其中 n > 1.

6. 设 a 为实数, 求下列 n 阶实对称阵的正负惯性指数:

A =



1 a a2 · · · an−1

a 1 a · · · an−2

a2 a 1 · · · an−3

... ... ... ...
an−1 an−2 an−3 · · · 1


7. 设 A 为 n 阶正定实对称阵, x = (x1, x2, · · · , xn)

′ , f(x) = x′Ax 为对应的实二次型.
设去掉 A 的第 i 行和第 i 列后的主子阵为 Ai, 证明: f(x) 在 xi = 1 的条件下的最小值为
|A|
|Ai| , 1 ≤ i ≤ n.

8. 设 a1, a2, · · · , an 是 n 个互异的正实数, 试用两种方法证明: n 阶实对称阵 A = (aij) 是
正定阵, 其中 aij =

1
ai+aj

.
9. 设 A = (aij) 为 n 阶正定实对称阵, B = (bij) 为 n 阶半正定实对称阵且主对角元全大

于零, 证明: Hadamard 乘积 A ◦B = (aijbij) 是正定实对称阵.
10. (1) 设 A 为 n 阶正定实对称阵, 证明: 对任意的 x ∈ Rn, 成立 0 ≤ x′ (A+ xx′)−1 x <

1, 并求等于零的充要条件; 进一步, 对任意的 B ∈ Mn×m(R), 成立 0 ≤
∣∣∣B′ (A+BB′)

−1
B
∣∣∣ <

1, 并求等于零的充要条件;
(2) 设 A 为 n 阶半正定实对称阵, 证明: 存在 x ∈ Rn, 使得 A + xx′ 正定且 x′(A+

xx′)−1 x = 1的充要条件是 r(A) = n−1; 进一步,存在 B ∈ Mn×m(R)(n ≥ m),使得 A+BB′

正定且
∣∣∣B′ (A+BB′)

−1
B
∣∣∣ = 1 的充要条件是 r(A) = n−m.


