
高等代数 II 习题课 Week 13 2023.05.22

1. 用 Gram-Schmidt 方法求由下列向量张成的子空间的标准正交基.
(1) u1 = (0, 1,−1), u2 = (0,−1,−3), u3 = (−1,−1, 1);
(2) u1 = (−1,−1, 0, 2), u2 = (−1, 0, 0, 1), u3 = (−1, 0, 1, 1), u4 = (2, 0,−1,−1);
(3) u1 = (0, 0, 2, 3, 1), u2 = (0, 1, 0,−2, 2), u3 = (1, 0, 1, 1,−2), u4 = (0, 0,−1, 3,−2),

u5 = (−1,−1,−2, 0,−1);
2. 在欧氏空间R4里写出两个单位向量,使它同时与向量 α = (2, 1,−4, 0), β = (−1,−1, 2, 2),

γ = (3, 2, 5, 4) 正交.
解设 ξ = (x1, x2, x3, x4) 与 α, β, γ 正交, 则有方程组

2x1 + x2 − 4x3 = 0,

−x1 − x2 + 2x3 + 2x4 = 0,

3x1 + 2x2 + 5x3 + 4x4 = 0,

解得 ξ = (−34, 14,−6, 11), 单位化得

n =
ξ

|ξ|
=

1

57
(−34, 44,−6, 11)

3. 在欧氏空间 C[−1, 1] 里, 对 {1, x, x2 , x3} 实施 Gram-Schmidt 正交化方法, 求出一个标
准正交向量组.

解令 α1 = 1, α2 = x, α3 = x2, α4 = x4.
为得到规范化正交组, 先取 β1 = α1 = 1. 有

⟨β1, β1⟩ =
∫ 1

−1

1 dx = 2.

因为

⟨α2, β1⟩ =
∫ 1

−1

x dx = 0,

所以

β2 = α2 −
⟨α2, β2⟩
⟨β1, β1⟩

· β1 = x.

因为

⟨β2, β2⟩ =
∫ 1

−1

x2 dx =
2

3
,

所以 β3 = α3 − ⟨α3,β1⟩
⟨β1,β1⟩ · β1 − ⟨α3,β2⟩

⟨β2,β2⟩ · β2 = x2 − 1
3
.

又因为 ⟨β3, β3⟩ =
∫ 1

1

(
x2 − 1

3

)2 dx = 8
45

,

⟨α4, β1⟩ =
∫ 1

−1

x3 dx = 0, ⟨α4, β2⟩ =
∫ 1

−1

x3 · x dx =
2

5
,

⟨α4, β3⟩ =
∫ 1

−1

x3

(
x2 − 1

3

)
dx = 0,
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所以 β4 = α4 − ⟨α4,β1⟩
⟨β1,β1⟩ · β1 − ⟨α4,β2⟩

⟨β2,β2⟩ · β2 − ⟨α4,β3⟩
⟨β3,β3⟩ · β3

= x3 − 3

5
x.

最后将 βi(i = 1, 2, 3, 4) 单位化得

γ1 =
β1

|β1| =
√
2
2
, γ2 =

β2

|β2| =
√
6
2
x,

γ3 =
β3

|β3| =
√
10
4

(3x2 − 1) , γ4 =
β4

|β4| =
√
14
4

(5x3 − 3x) .

γ1, γ2, γ3, γ4 是一个规范正交组.

4. 已知齐次线性方程组 {
x1 − x3 + x4 = 0

x2 − x4 = 0

(1) 求该方程组的解空间的的一个标准正交基;
（2）求与该方程组的解空间中向量都正交的全部向量.

5. 令 γ1, γ2, · · · , γn 是 n 维欧氏空间 V 的一个标准正交基, 又令

K =

{
ξ ∈ V | ξ =

n∑
i=1

xiγi, 0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1, 2, · · · , n

}
,

K 叫做一个 n-方体. 如果每个 xi 都等于 0 或 1, 则 ξ 就叫做 K 的一个顶点. K 的顶点间一切

可能的距离是多少?
解设 ξ =

∑n
i=1 xiγi, η =

∑n
j=1 yiγj 是 K 的任意两个顶点, 则它们之间的距离是

d(ξ, η) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)
2

于是顶点 (1, 1, · · · , 1) 与下列诸顶点

(1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
i↑

, 0, · · · , 0), i = 0, 1, 2, · · · , n− 1, n

的距离分别是
√
n,

√
n− 1, · · · ,

√
2, 1, 0. 又因为 xi, yj 只取 0 或 1 , 故 (xi − y, )2 = 0 或 1 , 所

以任意两顶点间的距离不外取上面那些值, 故 K 的顶点之间一切可能距离是
√
n, · · · ,

√
2, 1, 0.

6. 设 n 是正整数. 证明 1√
2π
, cosx√

π
, cos 2x√

π
, . . . , cosnx√

π
, sinx√

π
, sin 2x√

π
, . . . , sinnx√

π
是 C[−π, π] 中的标

准正交向量组,其中 C[−π, π]是 [−π, π]上由连续实值函数组成的向量空间，其有内积 (f, g) =∫ π

−π
f(x)g(x)dx.
7. 设 a 为正实数, 证明下列 n 阶实对称阵为正定阵:

A =



a a2

2
a3

3
· · · an

n
a2

2
a3

3
a4

4
· · · an+1

n+1
a3

3
a4

4
a5

5
· · · an+2

n+2
... ... ... ...
an

n
an+1

n+1
an+2

n+2
· · · a2n−1

2n−1


.
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证明：设 V = C[0, a]为 [0, a]区间上的连续函数全体构成的欧氏空间，其内积定义为 (f(x), g(x)) =∫ a

0
f(x)g(x)dx. 容易验证 {1, x, · · · , xn−1} 是 V 中一组线性无关的向量, 且 A 为其 Gram 矩

阵. 由高代白皮书例 9.5 可知 A 为正定阵.
8. 设 n 维欧氏空间 V 中 n + 1 个向量 α0,α1, · · · ,αn 两两之间的距离都是 d > 0. 令

βi = αi −α0(1 ≤ i ≤ n), 证明:
(1)
(
βi,βj

)
= d2

2
(1 ≤ i ̸= j ≤ n); (2) β1, · · · ,βn 是 V 的一组基.

证明：(1) 显然 ∥βi∥ = ∥αi −α0∥ = d(1 ≤ i ≤ n), 又对任意的 i ̸= j, d2 = ∥αi −αj∥2 =∥∥βi − βj

∥∥2 = ∥βi∥
2 +

∥∥βj

∥∥2 − 2
(
βi,βj

)
, 故

(
βi,βj

)
= d2/2(1 ≤ i ̸= j ≤ n). (2) 注意到

β1, · · · ,βn 的 Gram 矩阵 G = G (β1, · · · ,βn) 的主对角元全为 d2, 其余元素全为 d2/2, 用求和
法可计算出 |G| = (n+ 1)d2n/2n > 0, 故由例 9.5 可知, β1, · · · ,βn 线性无关, 从而是 V 的一组

基.
9. 证明向量组 v1, v2,· · · , vm 张成的平行 2m 面体的体积等于其 Gram 矩阵的行列式的

算术平方根，即

V (v1,v2, · · · ,vm) = |G(v1,v2, · · · ,vm)|
1
2 .

证明：将 v1, v2,· · · , vm 实施 Gram-Schmidt 正交化可得

(v1,v2, · · · ,vm) = (u1,u2, · · · ,um)B

其中B是一个主对角全为 1的上三角阵. 由 2m面体的体积的计算可知，V = ∥u1∥∥u2∥ · · · ∥um∥,
由小白书例 9.15 可知，

|G(v1,v2, · · · ,vm)| = |G(u1,u2, · · · ,um)| = ∥u1∥2∥u2∥2 · · · ∥um∥2

因此，可得上述结论.
10. 设 α1,α2, · · · ,αn+1 是 n 维欧氏空间 V 中两两夹角大于直角的 n+ 1 个向量, 证明:
(1) α1,α2, · · · ,αn+1 中任意 n 个向量必线性无关;
(2) α1,α2, · · · ,αn+1 中任一向量必为其余向量的负系数线性组合.
证明：(1) 用反证法证明. 假设存在 n 个向量 β1,β2, · · · , βn 线性相关, 其中 βi 表示

从 α1,α2, · · · ,αn+1 中挑选的 n 个向量，剩余的一个向量记为 βn+1. 则存在不全为零的实数
c1, c2, · · · , cn+1, 使得 c1β1 + c2β2 + · · ·+ cnβn = 0. 将此式按照系数正负整理为如下形式:∑

ci>0

ciβi =
∑
cj<0

(−cj)βj

由 c1, c2, · · · , cn+1 不全为零不妨设存在某个 ci > 0. 若上式两边都等于零, 则有

0 =

(∑
ci>0

ciβi,βn+1

)
=
∑
ci>0

ci
(
βi,βn+1

)
< 0

矛盾. 因此若上述等式两边都非零, 从而也存在某个 cj < 0, 于是

0 <

(∑
ci>0

ciβi,
∑
ci>0

ciβi

)
=

∑
ci>0

ciβi,
∑
cj<0

(−cj)βj

 =
∑
ci>0

∑
cj<0

ci (−cj)
(
βi,βj

)
< 0,

矛盾. 结论得证.
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（2）任选向量 αi, 由 (1) 知剩余向量线性无关，因此向量 αi 可表示为 αi = c1α1 + · · · +
ci−1αi−1 + ci+1αi+1 + · · ·+ cn+1αn+1 =

∑
ck>0 ckαk +

∑
cj<0 cjαj. 可得等式∑

ck>0

ckαk = αi +
∑
cj<0

(−cj)αj =
∑
cj<0

(−cj)αj

不妨设 ∃ k, ck > 0,

0 <

(∑
ck>0

ckαk,
∑
ck>0

ckαk

)
=

∑
ck>0

ckαk,
∑
cj<0

(−cj)αj

 =
∑
ck>0

∑
cj<0

ck (−cj) (αk,αj) < 0,

矛盾. 结论得证.


