
高等代数 II 习题课 Week 3 2023.03.13

1. 求下列矩阵的特征值和相应的特征向量:

(i)

 3 −2 0

−1 3 −1

−5 7 −1

; (ii)

 3 6 6

0 2 0

−3 −12 −6

.

2. 已知向量 x = (1, k, 1)
′
是矩阵 A =

 2 1 1

1 2 1

1 1 2

 的逆矩阵的特征向量，求 k.

3. 设 A 为 3 阶矩阵, 其特征值为 1,−1, 2. 求 (1) 行列式 |A− 5I|. (2) (A∗)2 + I 的特征值.
4. 设 n 阶矩阵 A = (aij)n×n 的特征值为 λ1, · · · , λn, 其中 aij = |i− j|, 求

∑n
i=1 λ

2
i .

5. 设 V = Mn(C) 是 n 阶复方阵全体构成的集合.
(1) 将 V 看成是复线性空间, V 上的线性变换 φ 定义为 φ(X) = JX, 其中 J 是基础循环

矩阵 (高代白皮书例 2.1), 试求 φ 的全体特征值和对应的特征向量;
(2) 将 V 看成是实线性空间, V 上的线性变换 φ 定义为 φ(X) = X, 其中 X 是 X 的共轭

矩阵, 试求 φ 的全体特征值和对应的特征向量.
6. 证明: 对角形矩阵

a1 0 · · · 0

0 a2 · · · 0
... ... ...
0 0 · · · an

 与


b1 0 · · · 0

0 b2 · · · 0
... ... ...
0 0 · · · bn


相似的充分必要条件是 b1, b2, · · · , bn 是 a1, a2, · · · , an 的一个排列.

7. 设 A,B 为 n 阶矩阵, 设 g(λ) = |λIn − B| 是 B 的特征多项式, 证明矩阵 g(A) 可逆的

充要条件是 A 和 B 没有公共的特征值.
8. 设 n 阶方阵 A 的所有元素都是整数, 其中阶数 n 为偶数, 并且对任意的 1 ≤ r ≤ n, A

的所有 r 主子式之和都是奇数. 证明: 不存在整数 k, 使得线性方程组 Ax = kx 有非零解.
9.设 A是数域 K上的 n阶方阵,并且存在 K上的 n阶方阵 B,使得 AB−BA = aIn+A,

其中 a ∈ K, 试求 A 的特征多项式.
10. 设 A,B 为 n 阶方阵, 满足: A2 − 2AB +B2 = 0.
(1) 若 n = 2, 证明: AB = BA;
(2) 若 n ≥ 3, 举例说明: AB = BA 不一定成立.


