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§1 方程的导出、定解条件

1. 弦振动方程的导出

二阶偏微分方程的三大典型方程：双曲型方程（波动方程），抛物型方程（热传导方程），椭圆型方程（调和、泊松方程）。

本章研究最典型的双曲型方程：波动方程。

首先看一维波动方程：弦振动方程。

弦振动方程的导出：给定一根两端固定的拉紧的均匀柔软的弦（比如吉他），长为 l，在外力作用下在平衡位置附近作

微小的横振动，求弦上各点的运动规律。

理想化假设：

1. 弦均匀：（线）密度 ρ 是常数且 m = ρl；

2. 弦在某一平面内作微小横振动；

3. 弦是柔软的，弦上各质点间的张力方向与弦的切线方程一致，且弦的伸长形变与张力的关系服从胡克 (Hooke) 定律。

先讨论不受外力作用的情形。根据物理学中的牛顿第二定律与冲量定律有

F = ma,

F∆t = m∆v,

其中 a, v 分别表示物体的加速度与速度。

如图 1.1 选择坐标系，将弦的两端固定在 x 轴的 O,L 两点 (OL = l)。u(x, t) : 弦在时刻 t 所处的位置。
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§1 方程的导出、定解条件

1. 弦振动方程的导出

任取一弦段 (x, x + ∆x)，弧长

∆s =
w
x+∆x

x

√
1 +
( ∂u
∂x

)2
dx

假设 2
≈

w
x+∆x

x
dx = ∆x, (1.1)

这样这段弦在振动过程中在 x 处的张力 T (x, t)，大小 T (x, t) = k∆s = k
w x+∆x

x

√
1 +
(
∂u
∂x

)2
dx ≈ k∆x，从而张

力与时间无关（大小与方向均与时间无关），即 T (x, t) = T (x)。设

α1 : 张力 T (x) 的方向与水平线的夹角；

α2 : 张力 T (x + ∆x) 的方向与水平线的夹角。

因弦只在 x 轴的垂直方向作横振动，从而水平方向合力为零，即

T (x + ∆x) cosα2 − T (x) cosα1 = 0. (1.2)
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§1 方程的导出、定解条件

1. 弦振动方程的导出

又因为是微小振动，故

tanα1 =
∂u(x, t)
∂x

, tanα2 =
∂u(x + ∆x, t)

∂x
,

cosα1 =
1√

1 + (tanα1)2
=

1√
1 +
[
∂u(x,t)
∂x

]2
≈ 1, (1.3)

cosα2 =
1√

1 + (tanα2)2
=

1√
1 +
[
∂u(x+∆x,t)

∂x

]2
≈ 1, . (1.4)

于是(1.2)变为

T (x + ∆x, t) − T (x, t) = 0, (1.5)

即 T (x + ∆x, t) = T (x, t) = T，大小与 x 无关。综上可知，张力 T：(1) 与时间无关（大小与方向均与时间无关）；

(2) 大小与 x 无关，方向随 x 的改变而改变。

另外，又由假设 2 知

sinα1 ≈ tanα1 =
∂u(x, t)
∂x

, (1.6)

sinα2 ≈ tanα2 =
∂u(x + ∆x, t)

∂x
, (1.7)
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§1 方程的导出、定解条件

1. 弦振动方程的导出

于是，张力在 x 轴的垂直方向的合力为 T sinα1 − T sinα2 = T

[
∂u(x+∆x,t)

∂x
− ∂u(x,t)

∂x

]
,

从而冲量为

Ft =
w
t+∆t

t
T

[
∂u(x + ∆x, t)

∂x
−
∂u(x, t)
∂x

]
dt, (1.8)

而动量的改变量为

m∆v = ρ∆x(v2 − v1) =
w
x+∆x

x
ρ

[
∂u(x, t + ∆t)

∂t
−
∂u(x, t)
∂t

]
dt. (1.9)

于是
w t+∆t

t
T

[
∂u(x+∆x,t)

∂x
− ∂u(x,t)

∂x

]
dt =

w x+∆x

x
ρ

[
∂u(x,t+∆t)

∂t
− ∂u(x,t)

∂t

]
dt,

从而

w
t+∆t

t

w
x+∆x

x

[
T
∂2u(x, t)
∂x2

− ρ
∂2u(x, t)
∂t2

]
dxdt = 0. (1.10)

再由 ∆x,∆t 的任意性知 T
∂2u(x,t)
∂x2 − ρ

∂2u(x,t)
∂t2 = 0.

记 a2 = T
ρ
，则有

∂2u(x, t)
∂x2

− a
2 ∂

2u(x, t)
∂t2

= 0.–不受外力作用的弦振动方程 (1.11)
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§1 方程的导出、定解条件

1. 弦振动方程的导出

若受外力，在方程(1.10)左端添加
w t+∆t

t

w x+∆x

x
F (x, t)dxdt 这一项，得到

w
t+∆t

t

w
x+∆x

x

[
T
∂2u(x, t)
∂x2

− ρ
∂2u(x, t)
∂t2

+ F (x, t)
]
dxdt = 0, (1.12)

从而

T
∂2u(x, t)
∂x2

− ρ
∂2u(x, t)
∂t2

= −F (x, t) (1.13)

或记 f(x, t) = F (x,t)
ρ

∂2u

∂t2
− a

2 ∂
2u

∂x2
= f(x, t).–受外力作用的弦振动方程 (1.14)

二维波动方程（例薄膜振动）和三维波动方程（电磁波、声波的传播）的形式分别为

∂2u

∂t2
= a

2
(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+ f(x, y, t), (1.15)

∂2u

∂t2
= a

2
(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
+ f(x, y, z, t). (1.16)
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§1 方程的导出、定解条件

2. 定解条件

偏微分方程：包含未知函数和它的关于自变量的偏导数的方程。

方程的解：具有方程中所需的各阶连续偏导数，且代入满足方程。

弦振动方程的边界条件：

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, (1.17)

弦振动方程的初始条件：

u(x, 0) = φ(x),
∂u(x, 0)
∂t

= ψ(x) (0 ≤ x ≤ l). (1.18)

初始条件与边界条件总称为定解条件。

把弦振动方程的(1.14)和定解条件(1.17)、(1.18)结合得到如下定解问题：

∂2u

∂t2
− a

2 ∂
2u

∂x2
= f(x, t), (1.19)

t = 0 : u = φ(x),
∂u

∂t
= ψ(x), (1.20)

x = 0 : u = 0, (1.21)

x = l : u = 0. (1.22)
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§1 方程的导出、定解条件

2. 定解条件

第一类边界条件（狄利克雷（Dirichlet）边界条件）：

u|x=0 = u|x=l = 0.

第二类边界条件（诺伊曼（Neumann）边界条件）：

∂u

∂x

∣∣
x=0

= 0 或
∂u

∂x

∣∣
x=0

= µ(t).

第三类边界条件（罗宾（Robin）边界条件）：

(
∂u

∂x
+ σu

)∣∣
x=l

= 0 或

(
∂u

∂x
+ σu

)∣∣
x=l

= ν(t) (σ =
k

T
).

方程的阶：偏微分方程所含的未知函数最高阶导数的阶数。

线性方程：方程对未知函数及其各阶导数总体来说是线性的。

非线性方程：方程对未知函数及其各阶导数总体来说不是线性的。

拟线性方程：方程对未知函数的所有高阶导数总体来说是线性的。

完全非线性方程：非线性方程中方程对未知函数的所有高阶导数不是线性的。
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§1 方程的导出、定解条件

2. 定解条件

例如

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0. 一阶拟线性方程 (1.23)(

∂u

∂x

)2
+
(
∂u

∂y

)2
= u. 一阶完全非线性方程 (1.24)

齐次方程：不包含自由项（比如 f(x, t)）的方程，例如(1.11)。

非齐次方程：包含自由项（比如 f(x, t)）的方程，例如(1.14)。

齐次边界条件：边界项为零，比如边界条件(1.21)、(1.22)。

齐次边界条件：边界项为已知的函数，比如边界条件 u|x=0 = µ1(t), u|x=l = µ2(t)。

齐次初始条件：初始值为零函数。

非齐次初始条件：初始值为已知的函数，比如初始条件(1.20)。
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§1 方程的导出、定解条件

3. 定解问题适定性概念

从物理角度：偏微分方程是从所看到的物理现象或过程推导出来的模型；

从数学角度：研究此模型各类定解问题的解以及解的性质，使对其所描述的自然现象或过程有更深的认识。

解的存在性：定解问题是否有解？

解的唯一性：这个定解问题的解是否只有一个？

解的稳定性：解对定解条件或自由项是否连续依赖？即当定解条件或自由项作很小的变化时，问题的解是否也作很小的

变化？这对应测量的误差效应，因为在做实验中，误差不可避免。

定解问题的适定性：存在性、唯一性和稳定性。

除定解问题的适定性以外，还经常研究的问题有：解的正则性（光滑性），解的渐近性（包括衰减性），求解方法（包括

精确解、渐进解与数值解的求解方法）等等。
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§2 达朗贝尔公式、波的传播

1. 叠加原理

叠加原理：几种不同原因所产生的效果等于这些不同原因单独产生的效果（假设其他原因不存在时，该原因所产生的效

果）的累加。

叠加原理对线性方程和线性定解条件是成立的。

例如，对线性方程(1.14)，若 u1(x, t) 是方程

∂u

∂t
− a

2 ∂
2u

∂x2
= f1(x, t) (2.1)

的解，而若 u2(x, t) 是方程

∂u

∂t
− a

2 ∂
2u

∂x2
= f2(x, t) (2.2)

的解，则对任意的常数 C1, C2，函数

u(x, t) = C1u1(x, t) + C2u2(x, t) (2.3)

是方程

∂u

∂t
− a

2 ∂
2u

∂x2
= C1f1(x, t) + C2f2(x, t) (2.4)

的解。

典型例子：声学中把弦线振动所发出的复杂的声音分解成各种单音的叠加。
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§2 达朗贝尔公式、波的传播

2. 弦振动方程的达朗贝尔解法


∂u

∂t
− a

2 ∂
2u

∂x2
= f(x, t) (t > 0,−∞ < x < +∞), (2.5)

t = 0 : u = φ(x),
∂u

∂t
= ψ(x) (−∞ < x < +∞). (2.6)

上述定解问题只有初始条件，故通称为初值问题（或柯西（Cauchy）问题）。相应地，定解问题(1.19)-(1.22)中既有初始条
件，又有边界条件，故称为初边值问题（或混合问题）。

自由振动：在(2.5)中 f ≡ 0。强迫振动：在(2.5)中 f 不恒等于零。

因方程与定解条件都是线性的，故成立叠加原理，即设 u1(x, t) 和 u2(x, t) 分别是下述初值问题

(I)


∂u

∂t
− a

2 ∂
2u

∂x2
= 0, （自由振动） (2.7)

t = 0 : u = φ(x),
∂u

∂t
= ψ(x) （非齐次初始条件） (2.8)

和

(II)


∂u

∂t
− a

2 ∂
2u

∂x2
= f(x, t), （强迫振动） (2.9)

t = 0 : u = 0,
∂u

∂t
= 0. （齐次初始条件） (2.10)

的解。那么 u = u1(x, t) + u2(x, t) 是原初值问题(2.5)-(2.6)的解。
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§2 达朗贝尔公式、波的传播

2. 弦振动方程的达朗贝尔解法

先考察初值问题（I），通过自变量变换（行波法）求解。

引入新变量：

ξ = x − at, η = x + at.(=⇒ x =
ξ + η

2
, t =

η − ξ

2a
) (2.11)

利用复合函数求导可得

∂u

∂x
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x
=
∂u

∂ξ
=
∂u

∂η
;

∂2u

∂x2
=

∂

∂ξ

(
∂u

∂x

)
∂ξ

∂x
+

∂

∂η

(
∂u

∂x

)
∂η

∂x
=
∂2u

∂x
+ 2

∂2u

∂ξ∂η
+
∂2u

∂η2
;

∂u

∂t
= a

(
∂u

∂η
−
∂u

∂ξ

)
,
∂2u

∂t2
= a

2
(
∂2u

∂ξ2
− 2

∂2u

∂ξ∂η
+
∂2u

∂η2

)
.

从而 ∂2u
∂t2 − a2 ∂2u

∂x2 = −4a2 ∂2u
∂ξ∂η

.

因 a2 > 0，于是(2.7)化为

∂2u

∂ξ∂η
= 0. (2.12)

上式关于 η, ξ 分别积分一次可得其通解为

u(
ξ + η

2
,
η − ξ

2a
) = ũ(ξ, η) = F (ξ) + G(η), (2.13)

再代回原来的自变量，就可将(2.7)的通解表示为

u(x, t) = F (x − at) + G(x + at). (2.14)
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§2 达朗贝尔公式、波的传播

2. 弦振动方程的达朗贝尔解法

把(2.12)代入初始条件(2.8)，得到

F (x) + G(x) = φ(x), (2.15)

a
(

− F
′(x) + G

′(x)
)

= ψ(x). (2.16)

再将(2.16)两边积分得

a
(

− F
′(x) + G

′(x)
)

+ C =
w
x

x0

ψ(α)dα. (2.17)

于是又(2.15)和(2.17)可解得  F (x) = 1
2φ(x) − 1

2a

w x

x0
ψ(α)dα + C

2a ,

G(x) = 1
2φ(x) + 1

2a

w x

x0
ψ(α)dα − C

2a .

(2.18)

将其代入到(2.14)，就得到初值问题（I）的解

u(x, t) =
φ(x − at) + φ(x + at)

2
+

1
2

1
2a

w
x+at

x−at
ψ(α)dα. （达朗贝尔公式） (2.19)

定理 2.1

设 φ(x) ∈ C2(R), ψ(x) ∈ C1(R)，则初值问题(2.7)-(2.8)存在唯一解且由达朗贝尔公式(2.19)给出。
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第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§2 达朗贝尔公式、波的传播

3. 传播法

考察

ũ(x, t) = F (x − at) (a > 0), (2.20)

显然它是齐次波动方程的解。

t = 0 : ũ(x, 0) = F (x), 初始的振动状态，如图 1.4 实线所示；

t = t0 : ũ(x, t0) = F (x − at0), 相当于原来的图形向右平移了 at0，如图 1.4 虚线所示；

随着时间的推移，这图形还要不断地向右移动。这说明当齐次波动方程的解具有(2.20)的形式时，振动的波以常速度 a 向右传

播。因此形如 F (x − at) 的解所描述的运动规律：右传播波；形如 G(x + at) 的解所描述的运动规律：左传播波。

上述这种把定解问题（I）的解表示为右传播波和左传播波相叠加的方法，称为传播波法（或行波法）。
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第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§2 达朗贝尔公式、波的传播

4. 依赖区间、决定区域和影响区域

点 (x, t) 的依赖区间：过点 (x, t) 分别作斜率为 ± 1
a
的直线与 x 轴所交截的区间 [x−at, x+at]，如图 1.5。

区间 [x1, x2] 的决定区域：过点 x1 作斜率为
1
a
的直线 x = x1 + at 与过点 x2 作斜率为 − 1

a
的直线

x = x2 − at 和区间 [x1, x2] 一起构成的一个三角形区域，如图 1.6。

区间 [x1, x2] 的影响区域：初始扰动影响到的范围由不等式

x1 − at ≤ x ≤ x2 + at (t > 0) (2.21)

所限定。(2.21)所表示的区域称为区间 [x1, x2] 的影响区域，如图 1.7。特别地，将区间区间 [x1, x2] 收缩为一点 x0，

就得一点的影响区域为过此点的两条斜率个为 ± 1
a
的直线 x = x0 ± at 所夹成的角状区域，如图 1.8。

直线 x = x0 ± at 称为波动方程的特征线。扰动实际上沿特征线以有限速度传播。
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第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§2 达朗贝尔公式、波的传播

4. 依赖区间、决定区域和影响区域

例 讨论一端固定的半无界弦的自由振动问题
∂2u

∂t2
− a

2 ∂
2u

∂x2
= 0 (t > 0, 0 < x < ∞), (2.22)

t = 0 : u = φ(x),
∂u

∂t
= ψ(x) (0 ≤ x < ∞), (2.23)

x = 0 : u = 0. (2.24)

将问题化为：如何将在 x ≥ 0 上已给的初始数据延拓为整个直线 −∞ < x < ∞ 上的函数，使得用延拓后的函数作初值的

柯西问题，其解在 x = 0 处恒为零。

记 Φ(x), Ψ(x) 分别是 φ,ψ 延拓后的函数，则由达朗贝尔公式，以 Φ(x), Ψ(x) 为初值的柯西问题的解为

U(x, t) =
1
2

[Φ(x − at) + Φ(x + at)] +
1

2a

w
x+at

x−at
Ψ(ξ)dξ. (2.25)

要使 U(x, t) 在 x = 0 处恒为零，就应当成立 1
2 [Φ(−at) + Φ(at)] + 1

2a

w at

−at
Ψ(ξ)dξ = 0。

为此，只需将 φ,ψ 作奇延拓，即

Φ(x) =

 φ(x) (x ≥ 0),

−φ(−x) (x < 0),
(2.26)

Ψ(x) =

 ψ(x) (x ≥ 0),

−ψ(−x) (x < 0).
(2.27)
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第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§2 达朗贝尔公式、波的传播

4. 依赖区间、决定区域和影响区域

于是，将上面定义的 Φ(x), Ψ(x) 代入(2.25)，即得问题(2.22)-(2.24)的解为

u(x, t) =

 1
2 [φ(x + at) + φ(x − at)] + 1

2a

w x+at

x−at
ψ(ξ)dξ (x ≥ at),

1
2 [φ(x + at) − φ(x − at)] + 1

2a

w x+at

at−x
ψ(ξ)dξ (0 ≤ x < at).

(2.28)

需要指出的是，为使(2.28)所表示的函数 u(x, t) 具有二阶连续偏导数，函数 φ, ψ 应当满足相容性条件

φ(0) = φ
′′(0) = 0, ψ

′(0) = 0. (2.29)
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第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§2 达朗贝尔公式、波的传播

5. 齐次化原理

现考察强迫振动情形的初值条件

(II)


∂2u

∂t2
− a

2 ∂
2u

∂x2
= f(x, t), (2.30)

t = 0 : u = 0,
∂u

∂t
= 0. (2.31)

自由项 f(x, t) 表示时刻 t 时在 x 处单位质量所受的外力， ∂u
∂t
表示速度。

质点：m = ρ,

[0, t] : ∆tj = tj+1 − tj(j = 1, 2, · · · , l), 外力为 f(x, tj) =
F (x, tj)
m

=
F (x, tj)

ρ
,

速度改变量:uj = f(x, tj)∆tj =
F (x, tj)∆tj

ρ
,看作在时刻 t = tj 时的初始速度。

就化成下面的齐次方程非齐次初始条件的初值问题： ∂2W̃
∂t2 − a2 ∂2W̃

∂x2 = 0 (t > tj),

t = tj : W̃ = 0, ∂W̃
∂t

= f(x, tj)∆tj ,
(2.32)

其解记为 W̃ (x, t; tj ,∆tj)。这样定解问题（II）的解 u(x, t) 应表示为

u(x, t) = lim
∆tj→0

l∑
j=1

W̃ (x, t; tj ,∆tj). (2.33)

因(2.32)为线性方程，故 W̃ (x, t; tj ,∆tj) 与 ∆tj 乘正比，若记 W (x, t; τ) 为齐次方程的定解问题
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第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§2 达朗贝尔公式、波的传播

5. 齐次化原理

 ∂2W
∂t2 − a2 ∂2W

∂x2 = 0 (t > τ),

t = τ : W (x, t; t) = W (x, τ ; τ) = 0, ∂W
∂t

(x, t; t) = ∂W
∂t

(x, τ ; τ) = f(x, τ)
(2.34)

的解，则 W̃ (x, t; tj ,∆tj) = ∆tjW (x, t; tj)。

于是定解问题（II）的解可表示为

u(x, t) = lim
∆tj→0

l∑
j=1

W̃ (x, t; tj ,∆tj) = lim
∆tj→0

l∑
j=1

∆tjW (x, t; tj)

=
w
t

0
W (x, t; τ)dτ.

定理 2.2

齐次化原理（杜阿梅尔（Duhamel）原理） 若 W (x, t; τ) 是初值问题(2.34)的解（其中 τ 为参数），则

u(x, t) =
w
t

0
W (x, t; τ)dτ (2.35)

就是初值问题（II）的解。

证

∂u

∂t
= W (x, t; t) +

w
t

0

∂W

∂t
(x, t; τ)dτ =

w
t

0

∂W

∂t
(x, t; τ)dτ,
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第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§2 达朗贝尔公式、波的传播

5. 齐次化原理

∂2u

∂t2
=
∂W

∂t
(x, t; t) +

w
t

0

∂2W

∂t2
(x, t; τ)dτ = f(x, t) + a

2 ∂

∂x2

w
t

0
(x, t; τ)dτ = f(x, t) + a

2 ∂
2u

∂x2
,

u(x, t)|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣
t=0

= 0.

证毕。

在初值问题(2.34)中作变换 t′ = t − τ，可将(2.34)化为
∂2W
∂t′ 2 − a2 ∂2W

∂x2 = 0 (t′ > 0),

W (x, t′ + τ ; τ)|t′ =0 = 0, ∂W (x,t′ +τ;τ)
∂t′

∣∣∣
t′ =0

= ∂W
∂t

(x, τ ; τ) = f(x, τ),
(2.36)

由达朗贝尔公式(2.19)得其解为

W (x, t; τ) =
1

2a

w
x+at′

x−at′
f(ξ, τ)dξ =

1
2a

w
x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(ξ, τ)dξ. (2.37)

再代入(2.35)就得到初值问题（II）的解为

u(x, t) =
1

2a

w
t

0

w
x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(ξ, τ)dξdτ. (2.38)
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第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§3 初边值问题的分量变量法

1. 分离变量法

用分离变量法考察波动方程的初边值问题：


∂2u

∂t2
− a

2 ∂
2u

∂x2
= f(x, t), (3.1)

t = 0 : u = φ(x),
∂u

∂t
= ψ(x), (3.2)

x = 0 : u = 0, x = l : u = 0. (3.3)

利用叠加原理，可将上述初边值问题分解成下面两个初边值问题：

(I)


∂2u1
∂t2 − a2 ∂2u1

∂x2 = 0,

t = 0 : u1 = φ(x), ∂u1
∂t

= ψ(x),

x = 0 : u1 = 0, x = l : u1 = 0;

(II)


∂2u2
∂t2 − a2 ∂2u2

∂x2 = f(x, t),

t = 0 : u2 = 0, ∂u2
∂t

= 0,

x = 0 : u2 = 0, x = l : u2 = 0.

显然有 u = u1 + u2.

数学物理方程 (谷超豪 李大潜 陈恕行 郑宋穆 谭永基) 24/ 249



第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§3 初边值问题的分量变量法

1. 分离变量法

首先求解初边值问题

(I)


∂2u

∂t2
− a

2 ∂
2u

∂x2
= 0, (3.4)

t = 0 : u = φ(x),
∂u

∂t
= ψ(x), (3.5)

x = 0 及 x = l : u = 0. (3.6)

考虑方程(3.4)可变量分离的非平凡（即不恒等于零）的特解：

u(x, t) = X(x)T (t). (3.7)

将(3.7)代入(3.4)，得到

X(x)T ′′(t) − a
2
X

′′(x)T (t) = 0.

将上式分离变量，有

T ′′(t)
a2T (t)

=
X′′(x)
X(x)

. (3.8)

而在(3.8)中，左边仅是 t 的函数，右边仅是 x 的函数，因此只能等于同一个常数，记为 −λ（其值待定），就得到
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第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§3 初边值问题的分量变量法

1. 分离变量法

T
′′(t) + λa

2
T (t) = 0, (3.9)

X
′′(x) + λX(x) = 0. (3.10)

再由边界条件(3.6)可知

X(0) = 0, X(l) = 0. (3.11)

情形 A 当 λ < 0 时，方程(3.10)的通解为

X(x) = C1e
√

−λx + C2e
−

√
−λx

.

要使它满足边界条件(3.11)，就必须

C1 + C2 = 0,

C1e
√

−λl + C2e
−

√
−λl = 0.

∣∣∣∣∣∣ 1 1

e
√

−λl e−
√

−λl

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0,
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第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§3 初边值问题的分量变量法

1. 分离变量法

情形 B 当 λ = 0 时，方程(3.10)的通解为

X(x) = C1 + C2x.

要满足边界条件(3.11)，X(x) 也只能等于零。

情形 C 当 λ > 0 时，方程(3.10)的通解为

X(x) = C1 cos
√
λx + C2 sin

√
λx.

由边界条件 X(0) = 0 知 C1 = 0，此时 X(x) = C2 sin
√
λx，再由 X(l) = C2 sin

√
λl = 0 可知，为使 C2 ̸= 0，

就必须 sin
√
λl = 0。于是

λ = λk =
(kπ)2

l2
(k = 1, 2, · · · ). —固有值（特征值） (3.12)

于是就找到了一族分零解

Xk(x) = Ck sin
kπ

l
x (k = 1, 2, · · · ). —固有函数（特征函数） (3.13)

将固有值 λk 代入方程(3.9)，可得其通解为

Tk(t) = Ak cos
kπa

l
t + Bk sin

kπa

l
t (k = 1, 2, · · · ). (3.14)
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§3 初边值问题的分量变量法

1. 分离变量法

这样就得到了方程(3.4)满足边界条件(3.6)的分离变量形式的特解：

Uk(x, t) = Xk(x)Tk(t) =
(
Ãk cos

kπa

l
t + B̃k sin

kπa

l
t

)
sin

kπ

l
x (k = 1, 2, · · · ).

变量分离解的线性组合得到初边值问题（I）的解

u(x, t) =
∞∑
k=1

(
Ãk cos

kπa

l
t + B̃k sin

kπa

l
t

)
sin

kπ

l
x. (3.15)

使它满足初始条件(3.5)来决定常数 Ãk, B̃k。

假设上述级数可逐项求导，则有

∂u(x, t)
∂t

=
∞∑
k=1

kπa

l

(
− Ãk sin

kπa

l
t + B̃k cos

kπa

l
t

)
sin

kπ

l
x.

故由初始条件(3.5)应有 {
φ(x) =

∑∞
k=1 Ãk sin kπ

l
x,

ψ(x) =
∑∞

k=1
B̃kkπa

l
sin kπ

l
x.

由 {sin kπ
l
x}∞

k=1 在区间 [0, l] 的正交性，得{
Ãk = 2

l

w l

0
φ(ξ) sin kπ

l
ξdξ,

B̃k = 2
kπa

w l

0
ψ(ξ) sin kπ

l
ξdξ.

(3.16)

将 Ãk, B̃k 代入到(3.15)即得 u(x, t) 的表达式。
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第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§3 初边值问题的分量变量法

1. 分离变量法

引理 3.1

如果 φ(x) ∈ C3, ψ(x) ∈ C2，且 φ(0) = φ(l) = φ′′(0) = φ′′(l) = ψ(0) = ψ(l) = 0，系数 Ãk, B̃k 由(3.16)确
定，那么级数

∞∑
k=1

k
2|Ãk|,

∞∑
k=1

k
2|B̃k|

收敛。

证 引理的证明见附录 I。

由引理知，(3.15)右边关于 x 及 t 逐项求导两次以后的级数是绝对且一致收敛的，因而这些求导后的级数收敛于 u 的相应

导数，所以 u 满足相应的方程、初始条件及边界条件。于是得

定理 3.1

若函数 φ(x) ∈ C3, ψ(x) ∈ C2，且

φ(0) = φ(l) = φ
′′(0) = φ

′′(l) = ψ(0) = ψ(l) = 0, —相容性条件 (3.17)

则弦振动方程的定解问题（I）的解是存在的，它可以用级数(3.15)给出，其中 Ãk, B̃k 由(3.16)确定。
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§3 初边值问题的分量变量法

1. 分离变量法

若 φ(x) 及 ψ(x) 仅为连续函数但导数不连续时，我们可以把 φ(x) 及 ψ(x) 分别看成函数列

φn(x) =
n∑
k=1

Ãk sin
kπ

l
x, ψn(x) =

n∑
k=1

B̃kkπa

l
sin

kπ

l
x.

的平方收敛极限，即

∥φn(ξ) − φ(ξ)∥2
L2 =

w
l

0
(φn(ξ) − φ(ξ))2

dx → 0, n → ∞,

∥ψn(ξ) − ψ(ξ)∥2
L2 =

w
l

0
(ψn(ξ) − ψ(ξ))2

dx → 0, n → ∞.

则以 φn(x) 及 ψn(x) 为初始条件得方程(3.4)的解是

un(x, t) =
n∑
k=1

(
Ãk cos

kπa

l
t + B̃k sin

kπa

l
t

)
sin

kπ

l
x, (3.18)

当 n → ∞ 时，un(x, t) L2

−→ u(x, t)。
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§3 初边值问题的分量变量法

2. 解的物理意义

由级数(3.15)可知，初边值问题（I）的解是

uk(x, t) =
(
Ãk cos

kπa

l
t + B̃k sin

kπa

l
t

)
sin

kπ

l
x

的叠加，而上式又可写成

uk(x, t) = Nk cos(ωkt + θk) sin
kπ

l
x, (3.19)

其中

Nk =
√
Ã2
k

+ B̃2
k
, —波的振幅

ωk =
kπa

l
x, —波的圆频率（固有频率）

θk, —波的初位相

cos θk =
Ãk√
Ã2
k

+ B̃2
k

, sin θk =
−B̃k√
Ã2
k

+ B̃2
k

.

于是，uk(x, t) = Nk sin kπ
l
x · cos(ωkt + θk) 代表这样的振动波：

各点均以同一频率作简谐振动，位相相同，振幅

∣∣∣Nk sin
kπ

l
x

∣∣∣ 依赖于点 x 的位置

位于 x =
ml

k
(m = 0, 1, · · · , k) 处的点在振动过程中保持不动，称为节点

弦的这种形态的振动称为驻波，所以分离变量法也称为驻波法

ω1 =
πa

l
=
π

l

√
T

ρ
(弦的基音), ωk =

kπa

l
= kω1(k = 1, 2, · · · )(弦的泛音).
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§3 初边值问题的分量变量法

2. 解的物理意义

例 设弦两端固定在 x 轴的 x = 0 及 x = l 上，在点 x = c(0 < c < l) 处向上拉起 h，而后放开作自由振

动，求其运动规律。

解 以 u(x, t) 表示弦上各点的振动，它满足(3.4)—(3.6)，其中初始条件改为

u(x, 0) = φ(x) =

 h
c
x (0 < x ≤ c),

h
l−c (l − x) (c < x ≤ l),

(3.20)

∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x) ≡ 0. (3.21)

由于 ψ(x) ≡ 0，故所有的 B̃k = 0，而

Ãk =
2
l

w
l

0
φ(ξ) sin

kπ

l
ξdξ

=
2
l

w
c

0

h

c
ξ sin

kπ

l
ξdξ +

2
l

w
l

c

h

l − c
(l − ξ) sin

kπ

l
ξdξ

=
2hl2

π2c(l − c)k2
sin

kπc

l
,

于是

u(x, t) =
2hl2

π2c(l − c)k2

∞∑
k=1

1
k2

sin
kπc

l
sin

kπ

l
x cos

kπa

l
t. (3.22)
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§3 初边值问题的分量变量法

3. 非齐次方程的情形

先讨论非齐次方程的初边值问题

(II)


∂2u

∂t2
− a

2 ∂
2u

∂x2
= f(x, t), (3.23)

t = 0 : u = 0,
∂u

∂t
= 0, (3.24)

x = 0 及 x = l : u = 0. (3.25)

齐次化原理 若 W = W (x, t; τ) 是初边值问题
∂2W
∂t2 − a2 ∂2W

∂x2 = 0 (t > τ),

t = τ : W (x, t; t) = W (x, τ ; τ) = 0, ∂W
∂t

(x, t; t) = ∂W
∂t

(x, τ ; τ) = f(x, τ),

x = 0 及 x = l : u = 0

(3.26)

的解（其中 τ ≥ 0 为参数），则

u(x, t) =
w
t

0
W (x, t; τ)dτ (3.27)

就是初边值问题（II）的解。验证与第二节定理 2.2 完全类似。
令 t′ = t − τ，(3.26)就化为

∂2W
∂t′ 2 − a2 ∂2W

∂x2 = 0 (t′ > 0),

W (x, t′ + τ ; τ)|t′ =0 = 0, ∂W (x,t′ +τ;τ)
∂t′

∣∣∣
t′ =0

= ∂W
∂t

(x, τ ; τ) = f(x, τ),
x = 0 及 x = l : W = 0.

(3.28)
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§3 初边值问题的分量变量法

3. 非齐次方程的情形

利用(3.15)、(3.16)，得到

W (x, t; τ) =
∞∑
k=1

Bk(τ) sin
kπ

l
x sin

kπa

l
t

′ =
∞∑
k=1

Bk(τ) sin
kπ

l
x sin

kπa

l
(t − τ), (3.29)

Bk(τ) =
2
kπa

w
l

0
f(ξ, τ) sin

kπ

l
ξdξ. (3.30)

由齐次化原理，把(3.29)代入(3.27)，就得到问题（II）的解为

u(x, t) =
w
t

0
W (x, t; τ)dτ =

∞∑
k=1

w
t

0
Bk(τ) sin

kπa

l
(t − τ) · sin

kπ

l
x. (3.31)

注： 设 f(x, t) ∈ C2 以及在端点满足条件

f(0, t) = f(l, t) = 0, (3.32)

级数(3.31)确实是定解问题（II）的解。
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§3 初边值问题的分量变量法

4. 非齐次边界条件的情形

设函数 φ(x), ψ(x), f(x, t) 满足条件(3.17)和(3.31)，µ1(t) ∈ C2, µ2(t) ∈ C2 满足

µ1(0) = µ2(0) = µ
′

1(0) = µ
′

2(0) = µ
′′

1(0) = µ
′′

2(0) = 0.

考虑非齐次边界条件的初边值问题：

(II)


∂2u

∂t2
− a

2 ∂
2u

∂x2
= f(x, t), (3.33)

t = 0 : u = φ(x),
∂u

∂t
= ψ(x), (3.34)

x = 0 : u = µ1(t), x = l : u = µ2(t). (3.35)

先通过未知函数的适当变换把边界条件化为齐次的情形，令

U(x, t) = µ1(t) +
x

l
(µ2(t) − µ1(t)), (3.36)

则函数 U(x, t) 满足边界条件(3.35)。再作变换

V (x, t) = u(x, t) − U(x, t), (3.37)

则 V (x, t) 满足
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§3 初边值问题的分量变量法

4. 非齐次边界条件的情形



∂2V

∂t2
− a

2 ∂
2V

∂x2
= f(x, t) − µ

′′
1 (t) −

x

l

(
µ

′′
2 (t) − µ

′′
1 (t)
)

≜ f1(x, t), (3.38)

V |t=0 = φ(x) − µ1(0) −
x

l

(
µ2(0) − µ1(0)

)
≜ φ1(x), (3.39)

∂V

∂t

∣∣∣
t=0

= ψ(x) − µ
′
1(0) −

x

l

(
µ

′
2(0) − µ

′
1(0)
)

≜ ψ1(x), (3.40)

x = 0 及 x = l : V = 0. (3.41)

于是有

φ1(0) = φ1(l) = φ
′′
1 (0) = φ

′′
1 (l) = ψ1(0) = ψ1(l),

f1(0, t) = f1(l, t) = 0.

因此问题(3.38)-(3.41)的解 V (x, t) 存在，有了 V (x, t) 之后，问题(3.33)-(3.35)的解就为

u(x, t) = V (x, t) + U(x, t).
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§4 高维波动方程的柯西问题

1. 膜振动方程的导出

研究二维波动方程：膜振动方程。

膜：弹性固体薄片（笛子，鼓，锣）。

基本假设：

1 膜厚度很小，可视为一张曲面；膜均匀，即面密度 ρ 为常数。

2 膜的平衡位置在一平面内，膜上各点在垂直这一平面的方向上作微小振动，膜所受的外力均与该平面垂直。

3 膜柔软，对弯曲变形不会产生任何抵抗力。

u(x, y, t)：膜在 (x, y) 处在时刻 t 的位移。

张力 T 是常值：

大小、方向与时间变量 t 无关；

大小与与空间变量 (x, y) 无关，方向随 (x, y) 变化而变化。

若过薄膜上指定点 P 沿某一方向作一截口 l，则该薄膜位于 l 两侧的部分分别对对方有单位强度为 T 的拉力，拉

力的方向与曲面方向垂直，又与 l 方向垂直。
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§4 高维波动方程的柯西问题

1. 膜振动方程的导出

任取膜上一小块 ∆，它在 Oxy 平面的投影为 Ω, 如图 1.10（为方便观察，图中将 ∆ 的位置抬高了）。设 λ

为 ∆ 的边界，它在平面的投影为 Γ。

τ : λ 的切线方向； v : ∆ 的法线方向；

s : Γ 的切线方向； n : Γ 的法线方向。

则张力 T 的方向与 τ × v 的方向一致。

设曲面为 G(x, y, z) = z − u(x, y, z)，那么曲面法线 v =
(
∂G
∂x
, ∂G
∂y
, ∂G
∂z

)
= (−ux,−uy , 1)。

设曲线 λ 为

λ :


x = x(l),

y = y(l),

z = z(l).
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§4 高维波动方程的柯西问题

1. 膜振动方程的导出

那么 τ 的方向可取为
(
x′(l), y′(l), z′(l)

)
。从而 s 的方向可为

(
x′(l), y′(l), 0

)
，将其单位化，令

cos(x, s) =
x′√

(x′)2 + (y′)2
, cos(y, s) =

y′√
(x′)2 + (y′)2

，则 s 的方向为
(

cos(x, s), cos(y, s), 0)
)
。另外，

z = u(x, y, t)，所以

z = z(l) = u
(
x(l), y(l), t

)
, z

′(l) =
∂u

∂x
x

′(l) +
∂u

∂y
y

′(l).

∂u

∂s
=∇u · s =

( ∂u
∂x

,
∂u

∂y
,
∂u

∂z

)
· s

=
∂u

∂x
cos(x, s) +

∂u

∂y
cos(y, s) =

∂u
∂x
x′(l) + ∂u

∂y
y′(l)√

(x′(l))2 + (y′(l))2

=
z′(l)√

(x′(l))2 + (y′(l))2

所以 τ 的方向为 (
cos(x, s), cos(y, s),

∂u

∂s

)
.

于是 τ × v（T）的方向可取为 (α1, α2, α3)，其中

α1 = cos(y, s) +
∂u

∂s
uy , α2 = − cos(x, s) −

∂u

∂s
ux,

α3 = ux cos(y, s) − uy cos(y, s) = ux cos(y,n) + uy cos(y,n) =
∂u

∂n
.
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§4 高维波动方程的柯西问题

1. 膜振动方程的导出

由此可知，张力 T 在 z 轴方向的分量为 Tu = T α3√
α2

1 +α2
2 +α2

3

. 由于 ux, uy 以及
∂u
∂s
都是小量，故忽略高阶小量，

有 Tu ≈ T ∂u
∂n
。沿着曲线 λ，张力的合力为

w
λ
T
∂u

∂n
dτ =

w
Γ
T
∂u

∂n
ds

(
dτ =

√
1 +
( ∂u
∂n

)2
ds ∼ ds

)
.

在面积 ∆ 上膜所受外力的合力为

x
∆
F (x, y, t)dσ =

x
Ω
F (x, y, t)dxdy

(
dσ =

√
1 + u2

x + u2
ydxdy ∼ dxdy

)
.

冲量为

Ft =
w
t+∆t

t

[w
Γ
T
∂u

∂n
+
x

Ω
F (x, y, t)dxdy

]
dt. (4.1)

动量变化为

mv2 − mv1 =
x

Ω

[
ρ
∂u

∂t
(x, y, t + ∆t) − ρ

∂u

∂t
(x, y, t)

]
dxdy. (4.2)

因此有

w
t+∆t

t

[w
Γ
T
∂u

∂n
+
x

Ω
F (x, y, t)dxdy

]
dt

=
x

Ω

[
ρ
∂u

∂t
(x, y, t + ∆t) − ρ

∂u

∂t
(x, y, t)

]
dxdy.
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§4 高维波动方程的柯西问题

1. 膜振动方程的导出

假设 u 关于 x, y 的二阶偏导数都连续，利用格林公式可得

w
t+∆t

t

x
Ω

{
T

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+ F (x, y, t) − ρ

∂2u

∂t2

}
dxdydt = 0.

再利用时间和空间区域得任意性，得到膜振动方程

T

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+ F (x, y, t) = ρ

∂2u

∂t2
.

记 T
ρ

= a2, f = F
ρ
，就得到膜振动方程的标准形式：

∂2u

∂t2
= a

2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+ f, （强迫振动） (4.3)

∂2u

∂t2
= a

2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
, （自由振动） (4.4)

方程(4.3)和(4.3)也称为二维波动方程。
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§4 高维波动方程的柯西问题

2. 定解条件的提法

初边值问题初始条件的提法： u(x, y, 0) = φ(x, y), （初始位移）

∂u
∂t

(x, y, 0) = ψ(x, y), （初始速度）

(4.5)

其中 φ(x, y), ψ(x, y) 是已知函数。

第一类边界条件（狄利克雷（Dirichlet）边界条件）：

u(x, y, t)|Γ = 0

或 u(x, y, t)|Γ = µ(x, y, t). (4.6)

第二类边界条件（诺伊曼（Neumann）边界条件）：

∂u

∂n

∣∣
Γ

= 0, (4.7)

或
∂u

∂n

∣∣
Γ

= µ(x, y, t). (4.8)

第三类边界条件（罗宾（Robin）边界条件）：(
∂u

∂n
+ σu

)∣∣
Γ

= 0, (4.9)

或

(
∂u

∂n
+ σu

)∣∣
x=l

= µ(x, y, t) (σ =
k

T
). (4.10)
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§4 高维波动方程的柯西问题

2. 定解条件的提法

柯西问题初始条件的提法：

 u(x, y, 0) = φ(x, y),

∂u
∂t

(x, y, 0) = ψ(x, y). − ∞ < x, y < +∞.

(4.11)

考察电磁波或声波在空间传播时，得到的三维波动方程

∂2u

∂t2
= a

2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
+ f, （非齐次方程） (4.12)

∂2u

∂t2
= a

2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
. （齐次方程） (4.13)

它们的边界条件和初始条件的提法与二维波动方程的一样。
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§4 高维波动方程的柯西问题

3. 球平均法

先考察三维齐次波动方程的柯西问题
∂2u
∂t2 = a2

(
∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 + ∂2u
∂z2

)
,

u
∣∣
t=0

= φ(x, y, z), ∂u
∂t

∣∣∣
t=0

= ψ(x, y, z).
(4.14)

首先考虑一个特殊情形：初始资料 φ(x, y, z), ψ(x, y, z) 具有球对称性。令 r =
√
x2 + y2 + z2，此时，

φ = φ(r), ψ = ψ(r)，我们可寻求只依赖于 t, r 的解 u = u(r, t)。这样，(4.13)可写成

∂2u

∂t2
= a

2

(
∂2u

∂r2
+

2
r

∂u

∂r

)
. (4.15)

令 v = ru，则 v 满足半无界的自由振动问题 ∂2v
∂t2 − a2 ∂2v

∂r2 = 0,

v(r, 0) = ru(r, 0) = rφ(r), ∂v
∂t

(r, 0) = rψ(r).

可用达朗贝尔公式求得 v，进而得到问题(4.14)的具有球对称形式的解。

对一般初始资料，可用球平均法来求解。球平均法的想法：引入一个关于 u(x, y, z) 在具有不同球心、不同半径的球

面上的平均值函数 Mu。建立 Mu 所满足的偏微分方程与柯西问题，而后者恰好时比较容易求解的，然后通过 Mu 得到 u

的表达式。
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§4 高维波动方程的柯西问题

3. 球平均法

设 h(x, y, z) ∈ C2(R3)。考虑函数 h 在以 (x1, x2, x3) 为心、以 r 为半径的球面 Sr 上的平均值

Mh(x1, x2, x3, r) =
1

4πr2

x
Sr

h(x, y, z)drσ, (4.16)

其中 drσ 是单位球面 Sr 上的面积微元。

引理 4.1

设 h ∈ C2，则其球平均函数 Mh(x1, x2, x3, r) 也是二次连续可导的，且满足方程

(
∂2

∂r2
+

2
r

∂

∂r

)
Mh(x1, x2, x3, r) = ∆Mh(x1, x2, x3, r)

(
其中∆ =

3∑
i=1

∂2

∂x2
i

)
(4.17)

与初始条件

Mh

∣∣
r=0

= h(x1, x2, x3),
∂Mh

∂r

∣∣∣
r=0

= 0. (4.18)

证： 球面 Sr : (x−x1)2 + (y−x2)2 + (z−x3)2 = r2。令 x = x1 + rα1, y = x2 + rα2, z = x3 + rα3,

则 drσ = r2dω，其中 dω 是单位球面 S1 上的面积微元。(4.16)可写成
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§4 高维波动方程的柯西问题

3. 球平均法

Mh(x1, x2, x3, r) =
1

4πr2

x
Sr

h(x, y, z)drσ

=
1

4πr2

x
S1

h(x1 + rα1, x2 + rα2, x3 + rα3) · r2
dω

=
1

4π

x
S1

h(x1 + rα1, x2 + rα2, x3 + rα3)dω, (4.19)

将 (4.19) 对 xi(i = 1, 2, 3) 求二阶导数，然后相加可得

∆Mh =
1

4π

x
S1

∆h(x1 + rα1, x2 + rα2, x3 + rα3)dω, (4.20)

又

∂Mh

∂r
=

1
4π

x
S1

3∑
i=1

∂h

∂xi
αidω =

1
4πr2

x
Sr

3∑
i=1

∂h

∂xi
αidrσ

=
1

4πr2

x
Sr

∇h · ndrσ =
1

4πr2

x
Sr

∂h

∂n
αidrσ. (4.21)

利用格林公式，可得

∂Mh

∂r
=

1
4πr2

y
Dr

∆hdV, (4.22)

其中 Dr 是以 (x1, x2, x3) 为心、以 r 为半径的球体。
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§4 高维波动方程的柯西问题

3. 球平均法

因

1
4πr2

y
Dr

∆hdV =
1

4πr2

w
r

0

x
Sτ

∆hdτσdτ.

于是

∂

∂r

y
Dr

∆hdV =
∂

∂r

(w
r

0

x
Sτ

∆hdτσdτ
)

=
x

Sr

∆hdrσ.

从而再对 r 求一次导，可得

∂2Mh

∂r2
= −

1
2πr3

y
Dr

∆hdV +
1

4πr2

x
Sr

∆hdrσ. (4.23)

结合(4.20)、(4.22)及(4.23)知，Mh 确实满足方程(4.17)。

因 h ∈ C2，于是在(4.19)式中令 r → 0，可得 Mh(x1, x2, x3, r) → h(x1, x2, x3)。注意到 ∆h ∈ C，利

用中值定理知，存在 (ξ, η, ζ) 使得
y

Dr

∆hdV = ∆h(ξ, η, ζ) · |Dr |，于是

∂Mh

∂r
=

1
4πr2

y
Dr

∆hdV =
∆h(ξ, η, ζ)

4πr2
|Dr | =

∆h(ξ, η, ζ)
3

r → 0 (r → 0).

引理得证。
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§4 高维波动方程的柯西问题

3. 球平均法

现设 u(x1, x2, x3, t) 是柯西问题(4.14)的解，对它关于 x1, x2, x3 作球平均函数

Mu(x1, x2, x3, r, t) =
1

4π

x
S1

u(x1 + rα1, x2 + rα2, x3 + rα3, t)dω, (4.24)

我们有

引理 4.2

设 u(x1, x2, x3, t) 是柯西问题(4.14)的解，则由(4.24)定义的 Mu 作为 r, t 的函数，满足方程

∂2Mu

∂t2
− a

2

(
∂2Mu

∂t2
+

2
r

∂2

∂r2

)
Mu = 0 (4.25)

与初始条件

Mu

∣∣
t=0

= Mφ(x1, x2, x3, r), (4.26)

∂Mu

∂t

∣∣∣
t=0

= Mψ(x1, x2, x3, r). (4.27)

证 对(4.24)求导并利用(4.14)可得

a
2∆Mu =

1
4π

x
S1

a
2

3∑
i=1

∂2

∂x2
i

u(x + rα, t)dω =
1

4π

x
S1

∂2

∂t2
u(x + rα, t)dω =

∂2

∂t2
Mu.

再利用(4.17)，即得(4.25)。再由函数 u(x1, x2, x3, t) 满足的初始条件立即推得(4.26)、(4.27)。引理得证。
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§4 高维波动方程的柯西问题

3. 球平均法

将 Mu(x1, x2, x3, r, t)（相应地 Mφ 及 Mψ）往 r < 0 方向作偶延拓，则它在 −∞ < r < +∞, t ≥ 0

上仍满足(4.25)-(4.27)。令 v(x1, x2, x3, r, t) ≜ rMu(x1, x2, x3, r, t)，则 v 满足

∂2v

∂t2
− a

2 ∂
2v

∂r2
= 0, (4.28) v|t=0 = rMφ(x1, x2, x3, r),

vt|t=0 = rMψ(x1, x2, x3, r).
(4.29)

而 v 可由达朗贝尔公式解出，于是 Mu = 1
r
v，再令 r → 0 就得到 u(x1, x2, x3, t)。

定理 4.1

设 φ ∈ C3, ψ ∈ C2，那么三维波动方程得柯西问题(4.14)-(4.15)存在唯一解

u(x, y, z, t) =
∂

∂t

(
1

4πa2t

x
SM
at

φdS

)
+

1
4πa2t

x
SM
at

ψdS

=
∂

∂t
[tMφ(x, y, z, at)] + tMψ(x, y, z, at), （泊松公式） (4.30)

其中 SMat 表示以点 M(x, y, z) 为球心、at 为半径得球面，dS 为面积微元。
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§4 高维波动方程的柯西问题

3. 球平均法

证 由达朗贝尔公式求得 v 为

v =
1
2

[
(r + at)Mφ(x1, x2, x3, r + at) + (r − at)Mφ(x1, x2, x3, r − at)

]
+

1
2a

w
r+at

r−at
ξMψ(x1, x2, x3, ξ)dξ, r ≥ at, (4.31)

v =
1
2

[
(at + r)Mφ(x1, x2, x3, at + r) − (at − r)Mφ(x1, x2, x3, at − r)

]
+

1
2a

w
at+r

at−r
ξMψ(x1, x2, x3, ξ)dξ, 0 < r < at. (4.31’)

因之后要让 r → 0，于是取 v 的表达式为 (4.31′)。从而可得 Mu 的表达式为

Mu =
1

2r

[
(at + r)Mφ(x1, x2, x3, at + r) − (at − r)Mφ(x1, x2, x3, at − r)

]
+

1
2ar

w
at+r

at−r
ξMψ(x1, x2, x3, ξ)dξ. (4.32)

令 F (ξ) = ξMφ(x1, x2, x3, ξ), G(ξ) = ξMψ(x1, x2, x3, ξ)，于是有

lim
r→0

F (at + r) − F (at − r)
2r

=
∂F

∂ξ
(ξ)
∣∣∣
ξ=at

=
1
a

∂

∂t

[
F (at)

]
=

∂

∂t

[
tMφ(x1, x2, x3, at)

]
,

lim
r→0

1
2ar

w
at+r

at−r
G(ξ)dξ = lim

r→0

[ 1
2ar

· 2rG(η)
]

=
1
a
G(at) = tMψ(x1, x2, x3, at).
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§4 高维波动方程的柯西问题

3. 球平均法

在(4.32)中，令 r → 0 可得

u(x1, x2, x3, t) =
∂

∂t

[
tMφ(x1, x2, x3, at)

]
+ tMψ(x1, x2, x3, at)

≜ ∂

∂t
[u1(x1, x2, x3, t)] + u2(x1, x2, x3, t). (4.33)

从而(4.30)成立，这同时也证明了解的唯一性。

下说明解的存在性，验证(4.30)满足方程(4.14)。事实上，由引理 4.1 知，

∂2

∂t2
u2 =

[
a
∂2

∂r2

(
rMψ(x1, x2, x3, r)

)] ∣∣∣
r=at

=

[
ar
( ∂2

∂r2
+

2
∂r

∂

∂r

)
Mψ(x1, x2, x3, r)

] ∣∣∣
r=at

= [ar∆Mψ(x1, x2, x3, r)]
∣∣
r=at

=a2∆u2, (4.34)

故 u2 满足方程(4.14)。显然，t = 0 时 u2 = 0。再由引理 4.1 知有

∂

∂t
u2

∣∣∣
t=0

=
(
Mψ +

∂

∂t
Mψ

) ∣∣∣
t=0

= ψ(x1, x2, x3). (4.35)
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§4 高维波动方程的柯西问题

3. 球平均法

类似可证，u1 也满足方程(4.14)。又该方程的系数为常数，故 ∂u1
∂t

也满足方程(4.14)。又类似于(4.14)可知

∂u1

∂t

∣∣
t=0

= φ(x1, x2, x3),

于是

[
∂

∂t

(
∂u1

∂t

)] ∣∣∣∣
t=0

= [∆u1]
∣∣∣
t=0

= ∆
[
u1|t=0

]
= 0.

因此， ∂u1
∂t

+ u2 满足(4.14)中的两个初始条件，从而可知， ∂u1
∂t

+ u2 确实是柯西问题(4.14)的解。定理证毕。
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§4 高维波动方程的柯西问题

4. 降维法

现研究二维波动方程的柯西问题

utt = a
2(
uxx + uyy

)
, (4.36) u|t=0 = φ(x, y),

ut|t=0 = ψ(x, y).
(4.37)

注意，此问题不能直接用球平均法来求解，但可用三维波动方程柯西问题的求解结果来解决这个问题。事实上，将所考察的二维

波动方程柯西问题的解 u(x, y, t) 看成高一维空间中的函数 ũ(x, y, z, t) = u(x, y, t)，因为 ũ 与 z 无关，因此满足

ũtt = a
2(
ũxx + ũyy + ũzz

)
, (4.38)

ũ|t=0 = φ(x, y), ũt|t=0 = ψ(x, y). (4.39)

反之也成立。所以，若能解出(4.38)、(4.39)，并能证明解 ũ(x, y, z, t) 与 z 无关，那么就能得到二维波动方程柯西问

题(4.36)、(4.37)的解。这种方法称为降维法。

利用(4.30)，得到

ũ =
∂

∂t

(
1

4πa2t

x
SM
at

φdS

)
+

1
4πa2t

x
SM
at

ψdS,

球面 SMat 和 φ,ψ 均与 z 无关，而面积微元 dS 与 z 有关，故将球面投影为圆盘 ΣMat : (ξ−x)2 + (η−y)2 ≤ a2t2。
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§4 高维波动方程的柯西问题

4. 降维法

又注意到面积微元之间的关系：dσ = dS · cos γ，其中 γ 是两个面积微元法线方向间的夹角，如图

而 cos γ =

√
(at)2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

at
. 再将上下半球面的积分都化为同一个圆盘上的积分，这样有

ũ(x, y, z, t) =ũ(M, t)

=
1

2πa

[
∂

∂t

x
ΣM
at

φ(ξ, η)dξdη√
(at)2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

+
x

ΣM
at

ψ(ξ, η)dξdη√
(at)2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

]
=

1
2πa

[
∂

∂t

w
at

0

w 2π

0

φ(x + r cos θ, y + r sin θ)√
(at)2 − r2

rdθdr

+
w
at

0

w 2π

0

ψ(x + r cos θ, y + r sin θ)√
(at)2 − r2

rdθdr

]
,（二维波动方程柯西问题的泊松公式） (4.40)
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§4 高维波动方程的柯西问题

5. 非齐次波动方程柯西问题的解

非齐次波动方程的柯西问题

utt = a
2(
uxx + uyy + uzz

)
+ f(x, y, z, t), (4.41) u|t=0 = φ0,

ut|t=0 = ψ0.
(4.42)

由叠加原理，可将问题化为第一个问题：齐次方程(4.14)满足非齐次初始条件(4.15)的解（泊松公式(4.30)已给出）+ 第二

个问题：非齐次方程(4.41)满足齐次初始条件  u|t=0 = 0,

ut|t=0 = 0
(4.43)

的解。

齐次化原理，下求如下齐次方程的柯西问题

wtt = a
2(
wxx + wyy + wzz

)
, (4.44) u|t=τ = 0,

ut|t=τ = f(x, y, z, τ)
(4.45)

的解 w(x, y, z, t; τ)，然后关于参数 τ 积分，得到
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§4 高维波动方程的柯西问题

5. 非齐次波动方程柯西问题的解

u(x, y, z, t) =
w
t

0
w(x, y, z, t; τ)dτ, (4.46)

就是柯西问题(4.41)、(4.43)的解。

下证由(4.46)给出的 u 确实是解。首先验证满足初始条件(4.43)。u|t=0 = 0 显然满足。由于

∂u

∂t
=w(x, y, z, t; t) +

w
t

0

∂w(x, y, z, t; τ)
∂t

dτ

=0 +
w
t

0

∂w

∂t
dτ,

所以 ut|t=0 = 0。

再证 u 满足方程(4.41)。因为

∂2u

∂t2
=
∂w(x, y, z, t; τ)

∂t

∣∣
τ=t

+
w
t

0

∂2w(x, y, z, t; τ)
∂t2

dτ

=f(x, y, z, t) + a
2∆

w
t

0
wdτ = a

2∆u + f.

所以 u 满足方程(4.41)。验证结束。
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§4 高维波动方程的柯西问题

5. 非齐次波动方程柯西问题的解

现把这个解明显地表示出来。根据泊松公式，有

w(x, y, z, t; τ) =
1

4πa

x
SM
a(t−τ)

f(ξ, η, ζ, τ)
a(t − τ)

dS,

因此，作变量替换 τ = t − r
a
，有

u(x, y, z, t) =
1

4πa

w
t

0

x
SM
a(t−τ)

f(ξ, η, ζ, τ)
a(t − τ)

dSdτ

=
1

4πa2

w
at

0

x
SM
a(t−τ)

f(ξ, η, ζ, t − r
a

)

r
dSdr

=
1

4πa2

y
r≤at

f(ξ, η, ζ, t − r
a

)

r
dV, (4.47)

其中 dV 表示体积微元，积分在以 (x, y, z) 为球心、以 at 为半径的球体中进行。因此，在时刻 t，位于 M(x, y, z)

处解 u 的数值由函数 f 在时刻 τ = t − r
a
处的值在此球中的体积积分表出，称这样的积分为推迟势。

二维情况可类似讨论。

数学物理方程 (谷超豪 李大潜 陈恕行 郑宋穆 谭永基) 57/ 249



第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§5 波的传播与衰减

1. 依赖区域、决定区域和影响区域

二维情形：

依赖区域：平面 t = 0 上的圆： (x − x0)2 + (y − y0)2 ≤ a
2
t

2
0, (5.1)

决定区域：圆锥体： (x − x0)2 + (y − y0)2 ≤ a
2(t − t0)2 (t ≤ t0), (5.2)

影响区域：圆锥体： (x0 − x)2 + (y0 − y)2 ≤ a
2
t

2 (t > 0), (5.3)

二维波动方程的特征锥：锥面 (x − x0)2 + (y − y0)2 = a
2(t − t0)2

.

三维情形：

依赖区域：超平面 t = 0 上的球面： (x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = a
2
t

2
0, (5.4)

决定区域：圆锥体： (x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 ≤ a
2(t0 − t)2 (t ≤ t0), (5.5)

影响区域：锥面： (x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = a
2
t

2 (t > 0), (5.6)

三维波动方程的特征锥：锥面： (x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = a
2(t − t0)2

.
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§5 波的传播与衰减

2. 惠更斯 (Huygens) 原理、波的弥散

三维情形：

点 (x0, y0, z0, 0) 的影响区域是锥面：(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = a2t2。对固定的时间 t，它表示

一个以 (x0, y0, z0) 为心、半径为 at 的球面，随时间的增加，燃扰动的影响面以速度 a 向四周扩大。设点 (x1, y1, z1)

与 (x0, y0, z0) 距离为 r，故只有在 t0 = r
a
的这一瞬间，这一点才落到扰动面上，过后又恢复到未扰动前的状态。这种现

象最典型的例子就是声音的传播，从某个声源发出声音，经过一定时间后传到耳中，所听到的声音的长短和发出的声音所经历时

间的长短一样。

有界区域 Ω 任一点的扰动，经时间 t 后，传到以 M 为心、at 为半径的球面上，故在时刻 t 受到区域 Ω 中初

始扰动影响的区域就是以 M 为心、at 为半径的球面的全体。当 t 足够大时，球面簇有内外两个包络面，称外包络面为传播

波的前阵面，内包络面为传播波的后阵面。故当初始扰动限制在空间某一局部区域内时，波的传播有清晰的前阵面和后阵面，这

种现象在物理学中称为惠更斯（Huygens）原理或无后效现象。

二维情形：

点 (x0, y0, 0) 的影响区域不是圆周而是整个圆：(x − x0)2 + (y − y0)2 ≤ a2t2，它以速度 a 向外扩大。在与

(x0, y0) 的距离为 r 的一点，经过 t0 = r
a
后开始扰动，但随着时间的增加，在此点的扰动影响并不消失，仍继续发生作用。

有界区域 Ω，观察 Ω 外任一点 M0(x0, y0) 在时刻 t0 时的状态 u(x0, y0, t0)。记 d 为自 M0 到 Ω 最

近的点的距离。从时刻 t0 = d
a
开始，点 M0 处受到扰动的影响，且扰动不会消失，但因(4.40)中分母有 at 出现，故随

时间的增加，扰动的影响越来越弱。
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§5 波的传播与衰减

2. 惠更斯 (Huygens) 原理、波的弥散

因此二维情况，局部范围中的初始扰动，具有长期连续的后效特性，波的传播有清晰的前阵面，但没后阵面，惠更斯原理不成立。

这种现象称为波的弥散，或说这种波具有后效现象。在实际上生活中，水波可以近似看作平面上二维波的例子。

注：二维波动与三维波动的一个本质区别：三维无后效现象，二维有后效现象。事实上，可以证明，

空间维数 n = 1：有后效现象；

空间维数 n > 1 且为奇数：成立惠更斯原理，即无后效现象；

空间维数 n > 1 且为偶数：有后效现象，即波的弥散现象发生。
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§5 波的传播与衰减

3. 波动方程解的衰减

由于

1
4πa2t

x
SM
at

φdS =
1

4π

x
|α|=1

tφ(x1 + atα1, x2 + atα2, x3 + atα3)dω.

对 t 求导一次，可得

∂

∂t

(
1

4πa2t

x
SM
at

φdS

)
=
∂

∂t

(
t

4π

x
S1

φ(x + atα)dω
)

=
1

4π

[x
|α|=1

φ(x + atα)dω +
x

|α|=1
at

3∑
i=1

φxi (x + atα) · αidω

]

=
1

4πa2t2

x
SM
at

[
φ(M ′) + ∇φ(M ′) · MM ′

]
dSM ′ .

因此，泊松公式(4.30)可改写成

u(M, t) =
1

4πa2t2

x
SM
at

[
tψ(M ′) + φ(M ′) + ∇φ(M ′) · MM ′

]
dSM ′ . (5.7)

若 φ,ψ 具有紧支集，则存在一个常数 ρ > 0，使 φ 及 ψ 在以原点为球心、ρ 为半径的球 B0
ρ 外恒为零

在球 B
0
ρ 外：φ = ψ ≡ 0;

在球 B
0
ρ 内：|φ|, |ψ|,

∣∣∣∣ ∂φ∂xi
∣∣∣∣ ≤ C1 (i = 1, 2, 3). (5.8)
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§5 波的传播与衰减

3. 波动方程解的衰减

故上述积分仅需在 SMat ∩ B0
ρ 上进行。又 |MM ′| = at，故

∣∣tψ(M ′) + φ(M ′) + ∇φ(M ′) · MM ′
∣∣ ≤ C2t + C3. (5.9)

此外，

（SMat ∩ B
0
ρ）的面积 ≤ 4πρ2

. (5.10)

于是，在 t ≥ 1 时，

|u(M, t)| ≤
1

4πa2t2

x
SM
at

∩B0
ρ

∣∣tψ(M ′) + φ(M ′) + ∇φ(M ′) · MM ′
∣∣ dSM ′

≤
1

4πa2t2
(C2t + C3) · 4πρ2

≤Ct−1
. （三维波动方程柯西问题解的衰减估计） (5.11)

事实上，

n = 1（弦振动方程）：柯西问题的解在 t → ∞ 时无衰减性；

n = 2：柯西问题的解在 t → ∞ 时以 t
− 1

2 的速度衰减趋向于零；

n ≥ 3：柯西问题的解在 t → ∞ 时以 t
− n−1

2 的速度衰减趋向于零。
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§6 能量不等式、波动方程解的唯一性和稳定性

1. 振动的动能和位能

为简单起见，我们近对二维情形进行讨论。

膜振动的动能

U =
1
2

x
Ω
ρu

2
tdxdy. (6.1)

首先假设薄膜没有外力作用。对 Ω 内的任一子区域 Ω′，作用在 Ω′ 上的张力在与 Oxy 平面垂直方向分量的合

力等于

x
Ω
T

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
dxdy. (6.2)

故张力在 Oxy 平面垂直方向分力的面密度为 T
(
∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2

)
. 若位置改变 δu，则反抗张力所作的功为

δW = −
x

Ω
T

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
δudxdy

= −
x

Ω
T

[
∂

∂x

(
∂u

∂x
δu

)
+

∂

∂y

(
∂u

∂y
δu

)]
dxdy

+
x

Ω
T

[
∂u

∂x

∂

∂x
(δu) +

∂u

∂y

∂

∂y
(δu)

]
dxdy

=
x

Ω
T

[
∂u

∂x

∂

∂x
(δu) +

∂u

∂y

∂

∂y
(δu)

]
dxdy −

w
Γ
T
∂u

∂n
δudxdy. (6.3)
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§6 能量不等式、波动方程解的唯一性和稳定性

1. 振动的动能和位能

因为

x
Ω
T

[
∂u

∂x

∂

∂x
(δu) +

∂u

∂y

∂

∂y
(δu)

]
dxdy =

T

2

x
Ω

[(
∂(u + δu)

∂x

)2

+

(
∂(u + δu)

∂y

)2]
dxdy

−
T

2

x
Ω

[(
∂u

∂x

)2
+

(
∂u

∂y

)2]
dxdy

≜δV, (6.4)

其中

V =
T

2

x
Ω

[(
∂u

∂x

)2
+

(
∂u

∂y

)2]
dxdy. —（不考虑外力时的位能） (6.5)

考虑外力作用，则

δW = −
x

Ω

[
T

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+ F

]
δudxdy, (6.6)

V =
x

Ω

{
T

2

[(
∂u

∂x

)2
+

(
∂u

∂y

)2]
− Fu

}
dxdy. —（有外力时的位能） (6.7)
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§6 能量不等式、波动方程解的唯一性和稳定性

2. 初边值问题解的唯一性与稳定性

考虑膜振动方程的初边值问题

utt = a
2(
uxx + uyy

)
+ f, (6.8) u|t=τ = φ(x, y),

ut|t=τ = ψ(x, y),
(6.9)

u|Γ = 0. (6.10)

在没有外力作用下，上段已知

U =
1
2

x
Ω
ρu

2
tdxdy, (6.11)

V =
1
2

x
Ω
T (u2

x + u
2
y)dxdy. (6.12)

这样，不计一个常数因子，薄膜的总能量可写为

E(t) =
1
2

x
Ω

[u2
t + a

2(u2
x + u

2
y)]dxdy (a2 =

T

ρ
). (6.13)

没外力作用，能量应守恒，从而

dE(t)
dt

= 0. (6.14)
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§6 能量不等式、波动方程解的唯一性和稳定性

2. 初边值问题解的唯一性与稳定性

下从数学角度来证明(6.14)，即证满足齐次方程和齐次边界条件

utt = a
2(
uxx + uyy

)
, (6.8’)

u|Γ = 0 (6.10’)

的任一函数 u(x, y, t) 成立(6.14)。

事实上，因 u|Γ = 0，故 ut|Γ = 0，再结合利用格林公式得

dE(t)
dt

=2
x

Ω

[
ututt + a

2(
uxuxt + uyuyt

)]
dxdy

=2
x

Ω

[
ututt − a

2(
uxxut + uyyut

)]
dxdy

+ 2a2
w
Γ

(uxut cos(n, x) + uyut cos(n, y)) ds

=2
x

Ω
ut
[
utt − a

2(
uxx + uyy

)]
dxdy. (6.15)

又因 (6.8′)，则有 dE(t)
dt

= 0，即 E(t) = E(0)。

现用总能量守恒证初边值问题解的唯一性。事实上，设 u1, u2 时初边值问题得两解，则 u = u1 − u2 满足齐次方

程和齐次边界条件，因此 E(0) = 0，故 E(t) = 1
2

x
Ω

[u2
t + a2(u2

x + u2
y)]dxdy = 0，于是 ut = ux = uy = 0，即

u(x, y, t) = const。又在 t = 0 时，u = 0，故 u ≡ 0。唯一性得证。
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§6 能量不等式、波动方程解的唯一性和稳定性

2. 初边值问题解的唯一性与稳定性

定理 6.1

波动冈方程初边值问题(6.8)-(6.10)的解如果存在的话，它一定是唯一的。

下考虑连续依赖性。

utt = a
2(
uxx + uyy

)
+ f, (6.16) u|t=τ = φ(x, y),

ut|t=τ = ψ(x, y),
(6.17)

u|Γ = 0. (6.18)

因外力不为零，故能量不守恒，但从(6.15)式可以得到

dE(t)
dt

= 2
x

Ω
utfdxdy ≤

x
Ω
u

2
tdxdy +

x
Ω
f

2
dxdy ≤ E(t) +

x
Ω
f

2
dxdy. (6.19)

上式左右两端同乘 e−t，再从 0 到 t 积分，可得 E(t) ≤ et
(
E(0) +

w t

0
e−τ

x
Ω
f2dxdydτ

)
, 于是对 0 ≤ t ≤ T，

有

E(t) ≤ C0

(
E(0) +

w
T

0

x
Ω
f

2
dxdydt

)
(C0 是仅与 T 有关的正常数). (6.20)

数学物理方程 (谷超豪 李大潜 陈恕行 郑宋穆 谭永基) 67/ 249



第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§6 能量不等式、波动方程解的唯一性和稳定性

2. 初边值问题解的唯一性与稳定性

进一步，记

E0(t) =
x

Ω
u

2(x, y, t)dxdy. (6.21)

这一项在物理中每一给出具体意义，而在数学上加上这一项，也称为能量，它对研究解的稳定性非常重要。关于 t 求导，得

dE0(t)
dt

= 2
x

Ω
uutdxdy ≤

x
Ω
u

2
dxdy +

x
Ω
u

2
tdxdy ≤ E0(t) + E(t).

然后两端同乘 e−t，再从 0 到 t 积分，可得

E0(t) ≤ e
t
E0(0) + e

t
w
t

0
e

−τ
E(τ)dτ. (6.22)

结合(6.20)，就得到对 0 ≤ t ≤ T 成立

E(t) + E0(t) ≤ C(E0(0) + E0(0)) +
w
T

0

x
Ω
f

2
dxdydt. (C 是仅与 T 有关的正常数). (6.23)

(6.20)或(6.20)称为能量不等式，或能量估计式（先验估计）。

∥φ∥L2 (Ω) =
(x

Ω
φ

2
dxdy

) 1
2
, ∥f∥L2 ((0,T )×Ω) =

(w
T

0

x
Ω
φ

2
dxdy

) 1
2
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§6 能量不等式、波动方程解的唯一性和稳定性

2. 初边值问题解的唯一性与稳定性

定理 6.2

波动方程初边值问题(6.16)-(6.18)的解在下述意义下关于初值 (φ,ψ) 与方程右端项 f 是稳定的：对任给定的 ε > 0，存在
仅依赖于 ε 和 T 的 η > 0，只要

∥φ1 − φ2∥L2 (Ω) ≤ η, ∥φ1x − φ2x∥L2 (Ω) ≤ η,

∥φ1y − φ2y∥L2 (Ω) ≤ η, ∥ψ1 − ψ2∥L2 (Ω) ≤ η,

∥f1 − f2∥L2 ((0,T )×Ω) ≤ η, (6.24)

则 u1 与 u2 之差在 0 ≤ t ≤ T 上满足

∥u1 − u2∥L2 (Ω) ≤ ε, ∥u1x − u2x∥L2 (Ω) ≤ ε,

∥u1y − u2y∥L2 (Ω) ≤ ε, ∥u1t − u2t∥L2 (Ω) ≤ ε. (6.25)

证 记 u = u1 − u2，则 u 满足

utt = a
2(
uxx + uyy

)
+ f1 − f2, (6.26) u|t=τ = φ1(x, y) − φ2(x, y)

ut|t=τ = ψ1(x, y) − ψ2(x, y),
(6.27)

u|Γ = 0, (6.28)

利用能量不等式(6.23)即得所需结论。
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§6 能量不等式、波动方程解的唯一性和稳定性

3. 柯西问题解的唯一性与稳定性

积分

E1(t) =
1
2

x
R2

[u2
t + a

2(u2
x + u

2
y)]dxdy (6.29)

可能是发散的，因此只能计算在 (x, y) 平面的某一有限区域 Ω 上的能量。我们考察一个随时间增加而缩小的区域 Ωt，它

在 (x, y, t) 空间构成一个特征锥（图 1.14）：

(x − x0)2 + (y − y0)2 ≤ (R − at)2
. (6.30)

锥体 K 在平面 t = 0 上的截面是一个圆：

Ω0 : (x − x0)2 + (y − y0)2 ≤ R
2
. (6.31)
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§6 能量不等式、波动方程解的唯一性和稳定性

3. 柯西问题解的唯一性与稳定性

在时刻 t，区域

Ωt : (x − x0)2 + (y − y0)2 ≤ (R − at)2 (6.32)

上各点处解的数值由圆(6.31)上的初始条件所完全决定，应有 Et(Ωt) ≤ Et(Ω0)。

以下证若 u(x, y, t) 在特征锥 K 内满足齐次方程

utt − a
2(
uxx + uyy

)
= 0, (6.8’)

则在 K 内任一截面 Ωt 上成立能量不等式

E1(Ωt) =
x

Ωt

[u2
t + a

2(u2
x + u

2
y)]dxdy

≤
x

Ω0

[u2
t + a

2(u2
x + u

2
y)]dxdy = E1(Ω0). (6.33)

事实上，只要证明 E1(Ωt) 在 0 ≤ t ≤ R
a
中是单调减少函数即可。而

dE1(Ωt)
dt

=
d

dt

x
(x−x0 )2 +(y−y0 )2 ≤(R−at)2

[u2
t + a

2(u2
x + u

2
y)]dxdy

=
d

dt

w
R−at

0

w 2πr

0
[u2
t + a

2(u2
x + u

2
y)]dsdr

=2
w
R−at

0

w 2πr

0
[ututt + a

2(uxuxt + uyuyt)]dsdr

− 2
w
Γt

[u2
t + a

2(u2
x + u

2
y)]ds (r =

√
(x − x0)2(y − y0)2, ds = rdθ).
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§6 能量不等式、波动方程解的唯一性和稳定性

3. 柯西问题解的唯一性与稳定性

在利用格林公式，有

dE1(Ωt)
dt

=2
w
R−at

0

w 2πr

0
ut[utt − a

2(uxx + uyy)]dsdr

+ 2
w
Γt

{
a2[uxut cos(n, x) + uyut cos(n, y)]

−
a

2
[u2
t + a

2(u2
x + u

2
y)]
}
ds.

因 u 满足 (6.8′) 且 u2
t = u2

t

[
cos(n, x)2 + cos(n, y)2

]
，则

a2[uxut cos(n, x) + uyut cos(n, y)] −
a

2
[u2
t + a

2(u2
x + u

2
y)]

= −
a

2
[(aux − ut cos(n, x))2 + (auy − ut cos(n, y))2] ≤ 0,

因此

dE1(Ωt)
dt

≤ 0. (6.34)

定理 6.3

波动方程(6.8)取初始条件

{
u|t=τ = φ(x, y)
ut|t=τ = ψ(x, y) (6.35)

的柯西问题的解是唯一的。
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§6 能量不等式、波动方程解的唯一性和稳定性

3. 柯西问题解的唯一性与稳定性

证 只需证明方程 (6.8′) 具有零初始条件的解必为零解。事实上，利用能量不等式(6.33)推出，如果在 t = 0 时，

u(x, y, 0) = ∂u
∂t

(x, y, 0) = 0，则 E1(Ω0) = 0，从而 E1(Ωt) = 0，故 ux = uy = ut = 0，即 u = 常数。再根据

初始条件 u 在锥体内的连续性得出在该锥体内 u ≡ 0。由于上半空间中任一点都可以被这样的锥体所包含，故在上半空间成

立 u ≡ 0。唯一性得证。

定理 6.4

波动方程 (6.8′) 取初始条件(6.35)的柯西问题的解在下述意义下关于初值是稳定的：对任给定的 ε > 0，存在仅依赖于 ε 和
T 的 η > 0，只要

∥φ1 − φ2∥L2 (Ω0 ) ≤ η, ∥φ1x − φ2x∥L2 (Ω0 ) ≤ η,

∥φ1y − φ2y∥L2 (Ω0 ) ≤ η, ∥ψ1 − ψ2∥L2 (Ω0 ) ≤ η,

则 u1 与 u2 之差在 0 ≤ t ≤ R
a
上满足

∥u1 − u2∥L2 (Ωt) ≤ ε, ∥u1x − u2x∥L2 (Ωt) ≤ ε,

∥u1y − u2y∥L2 (Ωt) ≤ ε, ∥u1t − u2t∥L2 (Ωt) ≤ ε, (6.36)

又在锥体 K 上成立

∥u1 − u2∥L2 (K) ≤

√y
K

(u1 − u2)2dxdydt ≤ ε. (6.37)
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§6 能量不等式、波动方程解的唯一性和稳定性

3. 柯西问题解的唯一性与稳定性

证 引进积分

E0(Ωt) =
x

Ωt

u
2(x, y, t)dxdy. (6.38)

关于 t 求导，可得

dE0(Ωt)
dt

=2
x

Ωt

u
∂u

∂t
dxdy − a

w
Γt

u
2
ds

≤
x

Ωt

u
2
dxdy +

x
Ωt

(
∂u

∂t

)2
dxdy

≤E0(Ωt) + E1(Ωt).

与(6.22)相仿，可得

E0(Ωt) ≤ e
t
E0(Ωt) +

w
t

0
e
t−τ

E1(Ωτ )dτ. (6.39)

结合(6.33)就得到在 0 ≤ t ≤ R
a
上成立

E0(Ωt) + E1(Ωt) ≤ C (E0(Ω0) + E1(Ω0)) ≤ C1η C1 与 η 无关的正常数. (6.40)

取 η = ε
C1
，即成立(6.36)，再关于 t 积分即得(6.37)。
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§1 热传导方程及其定解问题的导出

1. 热传导方程的导出

考察三维空间某物体 G 的热传导问题。

补充知识：方向导数与格林公式

方向导数的定义：

∂u

∂l
(P0) = lim

P→P0

u(P ) − u(P0)
|PP0|

= lim
P ′ →P0

u(P ′) − u(P0)
|P ′P0|

,

分子相减的方向是 l 的方向，如下图

所以 ∂u
∂l

= ∇u · l，若取 l 为 n，即为外法线方向导数。
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§1 热传导方程及其定解问题的导出

1. 热传导方程的导出

格林公式：

1. Gauss-Green 定理：

w
Ω

∂v

∂xi
dx =

w
Γ

v · cos(n, xi), i = 1, · · · , n

这里 Ω 是 Rn 中的有界开子集，Γ = ∂Ω 是 C1 边界，v = v(x1, · · · , xn).

2. 取 v = ui, i = 1, · · · , n，令 u = (u1, · · · , un), x = (x1, · · · , xn)，则

w
Ω

divudx =
n∑
i=1

w
Ω

∂ui

∂xi
dx =

n∑
i=1

w
Γ

ui · cos(n, xi)dS =
w
Γ

u · ndS

这里 n =
(

cos(n, x1), · · · , cos(n, xn)
)
.

3. n = 1 时，就是 Newton − Leibniz 公式

bw
a

dv

dx
dx =

w
∂[a,b]

v · cos(n, x)dS = v(b) · cos 0 + v(a) · cos(π) = v(b) − v(a).
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§1 热传导方程及其定解问题的导出

1. 热传导方程的导出

4. n = 2 时，就是 Green 公式

w
D

div(Q,−P )dxdy =
w
D

(
∂Q

∂x
,
∂P

∂y

)
dxdy =

w
l

Pdx + Qdy =
w
l

P cos(τ, x) + Q cos(τ, y)dS

=
w
l

− P cos(n, x) + Q cos(n, y)dS =
w
l

(Q,−P ) · ndS

5. n = 3 时，就是 Gauss 公式

y
Ω

divF⃗dV =
y
Ω

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dV

=
x
Γ

F⃗ · ndS =
x
Γ

P cos(n, x) + Q cos(n, y) + R cos(n, z)dS

这里 F⃗ = (P,Q,R), divF⃗ = ∂P
∂x

+ ∂Q

∂y
+ ∂R

∂z
.

6. 特别若取：∇u = ( ∂u
∂x1

, · · · , ∂u
∂xn

)，则有

w
Ω

∆udx =
w
Ω

div(∇u)dx =
n∑
i=1

w
Ω

∂2u

∂x2
i

dx =
n∑
i=1

w
Γ

∂u

∂xi
cos(n, xi)dS

=
w
Γ

∇u · ndS =
w
Γ

∂u

∂n
dS.
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§1 热传导方程及其定解问题的导出

1. 热传导方程的导出

傅里叶实验定律：

流出热量： dQ = −k(x, y, z)
∂u

∂n
dSdt, (1.1)

其中 k(x, y, z) > 0 是物体在点 (x, y, z) 处的热传导系数，负号表示热量总是从温度高的一侧流向低的一侧。

这里会问：为什么与外法线导数有关？事实上，这是做实验得出来的，比如，一个袋子装满了水，扎一个洞，看它水流

的方向，其实就是外法线的方向。

任取一闭曲面 Γ ⊂ G，它所包围的区域记为 Ω，从 t1 到 t2 流进此闭曲面的全部热量为

流进热量： Q =
w
t2

t1

[w
Γ

k(x, y, z)
∂u

∂n
dS

]
dt, (1.2)

这里 ∂u
∂n

表示 u 沿 Γ 上单位外法线方向 n 的方向导数。

流入热量使物体温度发生变化，从 u(x, y, z, t1) 变化到 u(x, y, z, t2)，所吸收热量

y
Ω

c(x, y, z)ρ(x, y, z)
[
u(x, y, z, t2) − u(x, y, z, t1)

]
dxdydz,

其中 c 为比热，ρ 为密度。
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§1 热传导方程及其定解问题的导出

1. 热传导方程的导出

因此成立

w
t2

t1

w
Γ

k
∂u

∂n
dSdt =

y
Ω

cρ
[
u(x, y, z, t2) − u(x, y, z, t1)

]
dxdydz (1.3)

假设 u 关于变量 x, y, z 有二阶连续偏导数 t 有一阶连续偏导数，则有格林公式，将(1.3)化为

w
t2

t1

y
Ω

{
∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
k
∂u

∂y

)
+

∂

∂z

(
k
∂u

∂z

)}
dxdydzdt

=
y
Ω

cρ

(w
t2

t1

∂u

∂t
dt

)
dxdydz,

因被积函数连续，故可交换积分顺序，得（若 k 与 x, y, z 有关，则不能提出来）

w
t2

t1

y
Ω

[
cρ
∂u

∂t
−

∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
−

∂

∂y

(
k
∂u

∂y

)
−

∂

∂z

(
k
∂u

∂z

)]
dxdydzdt = 0. (1.4)

再由 t1, t2 和 Ω 的任意性，有

cρ
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
k
∂u

∂y

)
+

∂

∂z

(
k
∂u

∂z

)
.—非均匀的各向同性体的热传导方程 (1.5)

不同向的话，热传导系数为 k1, k2, k3，均不同。若物体是均匀的，此时 k, c, ρ 均为常数，记 k
cρ

= a2，则有
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§1 热传导方程及其定解问题的导出

1. 热传导方程的导出

∂u

∂t
= a

2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
.—齐次热传导方程 (1.6)

若考察的物体内部有热源（例如物体中通有电流、化学反应等），设在单位时间内单位体积所产生的热量为

F (x, y, z, t)，则(1.3)式左边应加上一项

w
t2

t1

y
Ω

F (x, y, z, t)dxdydzdt,

于是，相应于(1.6)的热传导方程应改为

∂u

∂t
= a

2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
+ f(x, y, z, t),—非齐次热传导方程 (1.7)

其中

f(x, y, z, t) =
F (x, y, z, t)

ρc
. (1.8)
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§1 热传导方程及其定解问题的导出

2. 定解问题的提法

初边值问题：初始条件的提法：

u(x, y, z, 0) = φ(x, y, z), (1.9)

其中 φ(x, y, z) 为已知函数，表示物体在 t = 0 时的温度分布。没有 ∂u
∂t

|t=0，因为方程只有对 t 的一阶导数。

边界条件的提法：

1. 第一类边界条件（又称狄利克雷（Dirichlet）边界条件）：代表：低温固体

u(x, y, z, t)
∣∣∣

(x,y,z)∈Γ
= g(x, y, z, t)（其中 g 是定义在 (x, y, z) ∈ Γ, 0 ≤ t ≤ T 上的已知函数）. (1.10)

2. 第二类边界条件（又称诺伊曼（Neumann）边界条件）：代表：液体，流动气体

根据傅里叶定律

dQ

dSdt
= −k

∂u

∂n
,

于是边界条件写为

∂u

∂n

∣∣∣
(x,y,z)∈Γ

= g(x, y, z, t)（其中
∂u

∂n
单位外法向导数，g 表示同上）. (1.11)

3. 第三类边界条件（又称罗宾（Robin）边界条件）：代表：空气，高温液体

热传导实验定律（牛顿定律）：从物体流到介质中的热量和物体与介质两者温度差成正比

dQ = k1(u − u1)dSdt （这里 k1 > 0 表示热交换系数）, (1.12)
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§1 热传导方程及其定解问题的导出

2. 定解问题的提法

结合傅里叶定律有

−k
∂u

∂n
dSdt = k1(u − u1)dSdt =⇒ k1u + k

∂u

∂n
= k1u1.

于是边界条件可写为

(
∂u

∂n
+ σu

)∣∣∣
(x,y,z)∈Γ

= g(x, y, z, t)（其中 σ > 0，g 表示同上）. (1.13)

柯西问题：初始条件为

u(x, y, z, 0) = φ(x, y, z) (−∞ < x, y, z < +∞). (1.14)

一维热传导方程：均匀细杆（电线），假设侧面绝热

∂u

∂t
= a

2 ∂
2u

∂x2
. (1.15)

二维热传导方程：薄片、半导体、手机卡片等，假设侧面绝热

∂u

∂t
= a

2
(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
. (1.16)

同样，对低维热传导方程也可提上述的柯西问题与初边值问题。

数学物理方程 (谷超豪 李大潜 陈恕行 郑宋穆 谭永基) 83/ 249



第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§1 热传导方程及其定解问题的导出

3. 扩散方程

分子扩散过程：气体的扩散，液体的渗透，半导体材料中的杂质扩散等。

扩散定律与质量守恒定律

dm = − D(x, y, z)
∂N

∂n
dSdt, (1.17)

w
t2

t1

x
Γ

D
∂N

∂n
dSdt =

y
Ω

[
N(x, y, z, t2) − N(x, y, z, t1)

]
dxdydz, (1.18)

其中 N 表示扩散物质的浓度，D(x, y, z) 为扩散系数。

于是，与热传导方程推导形式类似，可写出扩散方程为

∂N

∂t
=

∂

∂x

(
D
∂N

∂x

)
+

∂

∂y

(
D
∂N

∂y

)
+

∂

∂z

(
D
∂N

∂z

)
. (1.19)

如果 D = a2，则扩散方程 (1.19) 就与热传导方程 (1.16) 形式完全相同。

对于扩散方程，也可以提出相应的柯西问题于初边值问题等定解问题。
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§2 初边值问题的分量变量法

1. 一个空间变量的情形

一维热传导方程（第三类边界条件），例如，烧火的炉棍，手拿的一短为 x = 0，烧火的一端为 x = l。用分离变量法

求解第三边值问题 

ut − a
2
uxx = 0 (t > 0, 0 < x < l), (2.1)

t = 0 : u = φ(x), (2.2)

x = 0 : u = 0, (2.3)

x = l : ux + hu = 0, (2.4)

其中 h 为正常数。

令 u(x, t) = X(x)T (t)，代入方程得

X(x)T ′(t) − a
2
X

′′(x)T (t) = 0,

在解非零处有

X′′(x)
X(x)

=
T ′(t)
a2T (t)

,

上式左边与 t 无关，右边与 x 无关，故它应是一个与两者都无关的常数，记为 −λ，则

T
′(t) + λa

2
T (t) = 0, (2.5)

X
′′(x) + λX(x) = 0. (2.6)
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§2 初边值问题的分量变量法

1. 一个空间变量的情形

先考虑(2.6)。由边界条件知

X(0) = 0, X
′(l) + hX(l) = 0. (2.7)

(i) 当 λ < 0 时，方程(2.6)的通解为

X(x) = C1e
√

−λx + C2e
−

√
−λx

.

要使它满足条件(2.7)，就必须

C1 + C2 = 0,

C1(h +
√

−λ)e
√

−λl + C2(h −
√

−λ)e−
√

−λl = 0.

只能 C1 = C2 = 0。故无非零解。

(ii) 当 λ = 0 时，方程(2.6)的通解为

X(x) = C1 + C2x.

要使它满足条件(2.7)，也只有零解。

(iii) 当 λ > 0 时，方程(2.6)的通解为
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§2 初边值问题的分量变量法

1. 一个空间变量的情形

X(x) = A cos(
√
λx) + B sin(

√
λx), (2.8)

其中 A、B 为待定常数。于是由条件(2.7)知

0 = X(0) = A, 0 = X
′(l) + hX(l) = B

√
λ cos(

√
λl) + hB sin(

√
λl). (2.9)

要使 B ̸= 0，就必须有

√
λ cos(

√
λl) + h sin(

√
λl) = 0, (2.10)

即 λ 是下面超越方程的正解：

tan
√
λl = −

√
λ

h
. (2.11)

令

v =
√
λl, (2.12)

则(2.11)式变为

tan v = −
v

lh
. (2.13)
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§2 初边值问题的分量变量法

1. 一个空间变量的情形

利用图解法知，方程(2.13)有可列无穷多个正根 vk > 0(k = 1, 2, · · · )，满足 (k − 1
2 )π < vk < kπ。

从而

λk =
(
v2
k

l

)2
, k = 1, 2, · · · . (2.14)

因此

Xk = Bk sin
√
λkx = sin vkx, k = 1, 2, · · · . (2.15)

将 λ = λk 代入方程(2.5)可得

Tk(t) = Cke
−a2λkt (k = 1, 2, · · · ). (2.16)

于是得到一列变量可分离的特解

uk(x, t) = Xk(x)Tk(t) = Ake
−a2λkt sin(

√
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§2 初边值问题的分量变量法

1. 一个空间变量的情形

由于方程和边界条件都是齐次的, 故可利用叠加原理得到形式解
u(x, t) =

∞∑
k=1

Ake
−a2λkt sin

√
λkx. (2.18)

由(2.2)知，φ(x) 满足

φ(x) =
∞∑
k=1

Ak sin(
√
λkx). (2.19)

为确定系数 Ak，须先证明固有函数系 {Xk} = {sin
√
λkx} 在 [0, l] 上正交。设固有函数 Xm 和 Xn 分别对应于

不同的固有值 λm 和 λn，即

X
′′
n + λnXn = 0, X

′′
m + λmXm = 0.

以 Xn 和 Xm 分别乘上面第一式和第二式，得到

XmX
′′
n + λnXmXn = 0,

XnX
′′
m + λmXmXn = 0.

两式相减后再在 [0, l] 上积分有

w
l

0
(XmX′′

n − XnX
′′
m)dx + (λn − λm)

w
l

0
XmXndx = 0.
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§2 初边值问题的分量变量法

1. 一个空间变量的情形

于是

(λn − λm)
w
l

0
XmXndx = (XmX′

n − XnX
′
m)|l0 = 0.

由于 λn ̸= λm，故得固有函数系的正交性：

w
l

0
XmXndx =

w
l

0
sin
√
λmx sin

√
λnxdx = 0, m ̸= n. (2.20)

记

Mk =
w
l

0
X

2
kdx =

w
l

0
sin2
√
λkxdx

=
w
l

0

1 − cos 2
√
λkx

2
dx =

l

2
−

sin 2
√
λkl

4λk

=
l

2
+

h

2(h2 + λk)
. (2.21)

于是利用正交性(2.20)可得

Ak =
1
Mk

w
l

0
φ(ξ) sin

√
λkξdξ. (2.22)

从而可得问题(2.1)-(2.4)的形式解为
u(x, t) =

∞∑
k=1

1
Mk

w
l

0
φ(ξ) sin

√
λkξdξ · e−a2λkt sin(

√
λkx). (2.23)
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§2 初边值问题的分量变量法

1. 一个空间变量的情形

以下我们验证得到的形式解确实是问题(2.1)-(2.4)的经典解。事实上，当 φ(x) 为连续有界函数时，表达

式(2.23)中含有因子 e−a2λkt，因此对任意的 δ > 0，当 t ≥ δ 时，对任意的 p > 0 级数
∞∑
k=1

λ
p
k
e

−a2λkt 均是一致收

敛的。而由 φ 为有界函数 (|φ(x)| ≤ M) 及(2.21)式，可得

∣∣∣w l

0
φ(ξ) sin

√
λkξdξ

∣∣∣ ≤ M,
1
Mk

≤
2
l
. (2.24)

从而，表达式(2.23)中的级数在 t > 0 时，关于 x 和 t 都是无穷次可导的，并且求导与求和可交换。又由于表达

式(2.23)中的级数的每一项都满足方程和边界条件，从而表达式(2.23)中的级数在 t > 0 时也满足方程和边界条件。另外，

当 t → 0 时，在 φ(x) 满足 φ(x) ∈ C2, φ(0) = 0, φ′(l) + hφ(l) = 0，易证表达式(2.23)中的级数趋向于初值

φ(x)。由此完成了 u 是原问题经典解的验证。
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§2 初边值问题的分量变量法

2*. 圆形区域上的热传导方程
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§3 柯西问题

1. 傅里叶变换及其基本性质

设 f(x) 是定义在 (−∞,∞) 上的函数且 f ∈ C1[−l, l], ∀l > 0，则 f(x) 可展开为傅里叶级数

f(x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

(
an cos

nπ

l
x + bn sin

nπ

l
x

)
, (3.1)

且

an =
1
l

w
l

−l
f(ξ) cos

nπ

l
ξdξ, bn =

1
l

w
l

−l
f(ξ) sin

nπ

l
ξdξ (n = 0, , 1, 2, · · · ). (3.2)

将(3.2)代入(3.1)，得到

f(x) =
1
2l

w
l

−l
f(ξ)dξ +

∞∑
n=1

1
l

w
l

−l
f(ξ) cos

nπ

l
(x − ξ)dξ.

注：若 f(x) 以 2l 为周期函数，则 f(x) 可展为 Fourier 级数。

补充定理：设函数 f(x) 以 2l 为周期，在 [−l, l] 上逐段可微，则它的 Fourier 级数在每一点 x = x0 处处收

敛于 δ0 =
f(x0 + 0) − f(x0 − 0)

2
。特别 f ∈ C1，则 f 的 Fourier 级数处处收敛于 f(x)。
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§3 柯西问题

1. 傅里叶变换及其基本性质

问题：很多函数不是周期函数，不能展成为 Fourier 级数，怎么办？方法：先将其看成 [−l, l] 上得周期函数，得到

Fourier 级数，再对其加一定条件（比如绝对可积），取极限 l −→ ∞，看成极限函数。

现设 f(x) 绝对可积，即
w ∞

−∞
|f |dx < +∞，那么

∣∣∣w l

−l
f(x)dx

∣∣∣ ≤
w l

−l
|f |dx ≤

w ∞

−∞
|f |dx < +∞，于是

lim
l→∞

1
l

w
l

−l
f(x)dx = 0.

于是，由补充定理知，当 l → ∞ 时，

f(x) = lim
l→∞

1
l

w
l

−l
f(ξ) cos

nπ

l
(x − ξ)dξ.

若记 λ1 = π
l
, · · · , λn = nπ

l
, · · · △λ = △λn = λn+1 − λn = π

l
，则形式地得到

f(x) =
1
π

lim
△λ→0

△λn
w
l

−l
f(ξ) cosλn(x − ξ)dξ

=
1
π

w ∞

0
dλ

w ∞

−∞
f(ξ) cosλ(x − ξ)dξ. (3.3)

积分表达式 (3.3) 称为 f(x) 的傅里叶积分。

注：若 f(x) 绝对可积，则在 f(x) 本身及其导数为连续的点，f(x) 的傅里叶积分收敛于 f(x) 在该点的函数值。
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§3 柯西问题

1. 傅里叶变换及其基本性质

因为 cosλ(x − ξ) 关于 λ, x 不易分离，但注意到 cosλ(x − ξ) 是 λ 的偶函数，sinλ(x − ξ) 是 λ 的奇

函数，利用 Euler 公式（eiθ = cos θ + i sin θ）化为指数形式，可将 λ, x 分离，于是(3.3)式可写为

f(x) =
1

2π

w ∞

−∞
dλ

w ∞

−∞
f(ξ)[cosλ(x − ξ) + i sinλ(x − ξ)]dξ

=
1

2π

w ∞

−∞
dλ

w ∞

−∞
f(ξ)eiλ(x−ξ)

dξ. (3.4)

从而，若令

g(λ) =
w ∞

−∞
f(ξ)e−iλξ

dξ := F [f ], —f(x) 的傅里叶变换 (3.5)

就有

f(x) =
1

2π

w ∞

−∞
g(λ)eiλξdξ := F

−1[g], —g(λ) 的傅里叶逆变换 (3.6)

补充定理：如果 f(x) ∈ C1(R) 且
w ∞

−∞
|f(x)|dx < +∞，则 f 的 Fourier 变换 g 存在，且 g(λ) 的

Fourier 逆变换也存在且为 f(x)。
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§3 柯西问题

1. 傅里叶变换及其基本性质

性质 1 Fourier 变换是线性变换，即对任意复数 α, β 以及函数 f1, f2，成立

F [αf1 + βf2] = αF [f1] + βF [f2]. (3.7)

定义：设 f1(x), f2(x) 在 (−∞,∞) 上有定义，若

f(x) =
w ∞

−∞
f1(x − t)f2(t)dt (3.8)

存在，则称 f(x) 为 f1(x) 与 f2(x) 的卷积，记为 f1 ∗ f2。

注：当 f1, f2 绝对可积时，f1 ∗ f2 = f2 ∗ f1，即卷积可交换，即

f1 ∗ f2(x) =
w ∞

−∞
f1(x − τ)f2(τ)dτ = f2 ∗ f1(x).

事实上，令 t = x − τ，则 dt = −dτ，所以

f1 ∗ f2(x) =
w −∞

∞
f1(t)f2(x − t) − dt =

w ∞

−∞
f2(x − t)f1(t)dt = f2 ∗ f1(x).

性质 2 f1(x), f2(x) 绝对可积，则 f1(x) 与 f2(x) 的卷积的傅里叶变换等于 f1(x) 与 f2(x) 的傅里叶变换

的乘积，即

F [f1 ∗ f2] = F [f1] · F [f2]. (3.9)
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§3 柯西问题

1. 傅里叶变换及其基本性质

证 由于 f1(x), f2(x) 绝对可积，故积分可交换顺序，因此

F [f1 ∗ f2] =
w ∞

−∞
e

−iλx
dx

w ∞

−∞
f1(x − t)f2(t)dt =

w ∞

−∞
f2(t)dt

w ∞

−∞
f1(x − t)e−iλx

dx

=
w ∞

−∞
f2(t)dt

w ∞

−∞
f1(ξ)e−iλ(t+ξ)

dξ =
w ∞

−∞
f2(t)e−iλt

dt

w ∞

−∞
f1(ξ)e−iλξ

dξ

=F [f1] · F [f2].

性质 2′ f1(x), f2(x) 绝对可积，则 f1(x) 与 f2(x) 的卷积的傅里叶逆变换等于 f1(x) 与 f2(x) 的傅里叶

逆变换的乘积乘以 2π，即

F
−1[f1 ∗ f2] = 2πF−1[f1] · F−1[f2].

证 同样因 f1(x), f2(x) 绝对可积，故可交换积分顺序，得

F
−1[f1 ∗ f2] =

1
2π

w ∞

−∞
e
iλx
dx

w ∞

−∞
f1(x − t)f2(t)dt =

1
2π

w ∞

−∞
f2(t)dt

w ∞

−∞
f1(x − t)eiλxdx

=
1

2π

w ∞

−∞
f2(t)dt

w ∞

−∞
f1(ξ)eiλ(t+ξ)

dξ = 2π
1

2π

w ∞

−∞
f2(t)eiλtdt

1
2π

w ∞

−∞
f1(ξ)eiλξdξ

=2πF−1[f1] · F−1[f2].
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§3 柯西问题

1. 傅里叶变换及其基本性质

性质 3 f1(x), f2(x) 绝对可积，则 f1(x) 与 f2(x) 的乘积的傅里叶变换等于 f1(x) 与 f2(x) 的傅里叶变换

的卷积乘以 1
2π，即

F [f1 · f2] =
1

2π
F [f1] ∗ F [f2]. (3.10)

证 令 F−1[g1] = f1, F
−1[g2] = f2，则 g1 = F [f1], g2 = F [f2]。由性质 2′ 知

F
−1[g1 ∗ g2] = 2πF−1[g1] · F−1[g2].

于是

F

[
F

−1(g1 ∗ g2)
]

= 2πF
[
F

−1[g1] · F−1[g2]
]
,

即 F [f1] ∗ F [f2] = 2πF [f1 · f2]。因此有 F [f1 · f2] = 1
2π F [f1] ∗ F [f2]。

性质 3′ f1(x), f2(x) 绝对可积，则 f1(x) 与 f2(x) 的乘积的傅里叶逆变换等于 f1(x) 与 f2(x) 的傅里叶

逆变换的卷积，即

F
−1[f1 · f2] = F

−1[f1] ∗ F−1[f2].
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§3 柯西问题

1. 傅里叶变换及其基本性质

性质 4 如果 f(x), f ′(x) 都可进行傅里叶变换，且当 |x| → 0 时，f(x) → 0，则成立

F [f ′(x)] = iλF [f(x)]. (3.11)

证 事实上

F [f ′(x)] =
w ∞

−∞
f

′(x)e−iλx
dx

=[f(x)e−iλx]
∣∣x=∞

x=−∞
+
w ∞

−∞
iλf(x)e−iλx

dx

=iλ
w ∞

−∞
f(x)e−iλx

dx = iλF [f(x)].

性质 4′ 如果 f(x), · · · , fn(x) 都可进行傅里叶变换，且当 |x| → 0 时，f(x), · · · , fn−1(x) → 0，则成立

F [fn(x)] = (iλ)nF [f(x)].
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§3 柯西问题

1. 傅里叶变换及其基本性质

性质 5 如果 f(x), xf(x) 都可进行傅里叶变换，那么

F [−ixf(x)] =
d

dλ
F [f ]. (3.12)

证

F [−ixf(x)] =
w ∞

−∞
− ixf(x)e−iλx

dx =
d

dλ

w ∞

−∞
f(x)e−iλx

dx =
d

dλ
F [f ].

性质 5′ 如果 f(x), xf(x), · · · , xmf(x) 都可进行傅里叶变换，那么

F [(−ix)mf(x)] =
dm

dλm
F [f ].

完全类似可定义多自变量函数的傅里叶变换和傅里叶逆变换：

F [f ] = g(λ1, · · · , λn) =
w ∞

−∞
· · ·

w ∞

−∞
f(x1, · · · , xn)e−i(x1λ1 +···+xnλn)

dx1 · · · dxn, (3.13)

F
−1[g(λ)] = f(x1, · · · , xn) =

1
(2π)n

w ∞

−∞
· · ·

w ∞

−∞
g(λ1, · · · , λn)ei(x1λ1 +···+xnλn)

dλ1 · · · dλn. (3.14)

注： 多自变量函数的傅里叶变换也有类似的性质 1 − 5，这里不再一一列举。
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§3 柯西问题

2. 热传导方程柯西问题的求解

利用傅里叶变换求解热传导方程的柯西问题
∂u

∂t
= a

2 ∂
2u

∂x2
+ f(x, t), (3.15)

u(x, 0) = φ(x). (3.16)

(i) 先求解齐次热传导方程的柯西问题 
∂u

∂t
= a

2 ∂
2u

∂x2
, (3.17)

u(x, 0) = φ(x). (3.18)

关于 x 进行傅里叶变换，并记

F [u(x, t)] = ũ(λ, t),

F [φ(x)] = φ̃(λ).

(3.17)两边关于 x 进行傅里叶变换，再利用性质 4，就有

dũ

dt
= −a2

λ
2
ũ, (3.19)

类似可得

ũ(x, 0) = φ̃(λ). (3.20)
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§3 柯西问题

2. 热传导方程柯西问题的求解

求解(3.19)-(3.20)（关于 λ 的常微分方程），得

ũ(λ, t) = φ̃(λ)e−a2λ2t
. (3.21)

函数 e−a2λ2t 得傅里叶逆变换为

F
−1[e−a2λ2t] =

1
2π

w ∞

−∞
e

−(a2λ2t−iλx)
dλ

=
1

2π

w ∞

−∞
e

−a2t(λ− ix

2a2 t
)2
dλe

− x2
4a2 t .

因为 e−a2t(λ− ix

2a2 t
)2
是解析函数，则由复变函数中的解析函数的 Cauchy 积分定理知，解析函数关于封闭路线的积分为零，

于是我们构造如下的封闭路线，然后再让 l → ∞ 即可。

于是，令 z = λ + iy，则
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§3 柯西问题

2. 热传导方程柯西问题的求解

0 =
w
Γ1

e
−a2tz2

dz +
w
Γ2

e
−a2tz2

dz +
w
Γ3

e
−a2tz2

dz +
w
Γ4

e
−a2tz2

dz.

又因为

w
Γ3

e
−a2tz2

dz =
w
l

−l
e

−a2tλ2
dλ,

w
Γ1

e
−a2tz2

dz =
w −l

l
e

−a2t(λ− ix

2a2 t
)2
dλ = −

w
l

−l
e

−a2t(λ− ix

2a2 t
)2
dλ.

于是

lim
l→∞

w
Γ3

e
−a2tz2

dz = lim
l→∞

lw
−l

e
−a2tλ2

dλ =
w ∞

−∞
e

−a2tλ2
dλ,

lim
l→∞

w
Γ1

e
−a2tz2

dz = −
w ∞

−∞
e

−a2t(λ− ix

2a2 t
)2
dλ.

注意到 |Γ4| = |x|
2a2t

，当 y ∈ (− x
2a2t

, 0) 时，
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§3 柯西问题

2. 热传导方程柯西问题的求解

∣∣∣e−a2tz2
∣∣∣ =
∣∣∣e−a2t(−l+iy)2

∣∣∣ =
∣∣∣e−a2t(l2 −y2 +2ily)

∣∣∣ ≤ e
−a2tl2 · e

x2
4a2 t .

从而 ∣∣∣∣∣w
Γ4

e
−a2tz2

dz

∣∣∣∣∣ ≤
w
Γ4

∣∣e−a2tz2 ∣∣dz ≤ e
−a2tl2 · e

x2
4a2 t ·

|x|
2a2t

l→∞−−−→ 0.

同理

lim
l→∞

w
Γ2

e
−a2tz2

dz = 0.

因此我们得到

w ∞

−∞
e

−a2t(λ− ix

2a2 t
)2
dλ =

w ∞

−∞
e

−a2tλ2
dλ =

1
a

√
t

w ∞

−∞
e

−a2tτ2
dτ =

√
π

a
√
t

所以

F
−1[e−a2λ2t] =

1
2a

√
πt
e

− x2
4a2 t .
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§3 柯西问题

2. 热传导方程柯西问题的求解

于是，再由性质 2 和(3.20)知，问题(3.17)-(3.18)的解为
u(x, t) =

1
2a

√
πt

w ∞

−∞
φ(ξ)e− (x−ξ)2

4a2 t dξ.–泊松公式 (3.22)

(ii) 再求解非齐次热传导方程具有其次初始条件的柯西问题
∂u

∂t
= a

2 ∂
2u

∂x2
+ f(x, t), (3.23)

u(x, 0) = 0. (3.24)

由齐次化原理，此柯西问题的解为

u(x, t) =
w
t

0
w(x, t; τ)dτ, (3.25)

其中 w = w(x, t; τ) 为下述柯西问题的解：
∂w

∂t
= a

2 ∂
2w

∂x2
, t > τ, (3.26)

w(x, t; τ)|t−τ = f(x, τ). (3.27)

变量替换 t′ = t − τ，则 
∂w
∂t′ = a2 ∂2w

∂x2 , t′ > 0,

w(x, t′ + τ ; τ)|t′ =0 = f(x, τ).
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§3 柯西问题

2. 热传导方程柯西问题的求解

于是，利用(3.22)，知问题(3.23)-(3.24)的解为

u(x, t) =
1

2a
√
πt

w
t

0

w ∞

−∞

f(ξ, τ)
√
t − τ

e
− (x−ξ)2

4a2 (t−τ) dξdτ. (3.28)

最后，由叠加原理、(3.22)及(3.28)就得到了柯西问题(3.15)-(3.16)的形式解为

u(x, t) =
1

2a
√
πt

w ∞

−∞
φ(ξ)e− (x−ξ)2

4a2 t dξ

+
1

2a
√
πt

w
t

0

w ∞

−∞

f(ξ, τ)
√
t − τ

e
− (x−ξ)2

4a2 (t−τ) dξdτ. (3.29)
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§3 柯西问题

3. 解的存在性

下只对齐次方程的情形验证。假设 φ(x) 连续有界，|φ(x)| ≤ M。注意到
w ∞

−∞
e−ζ2

dζ =
√
π，故由(3.22)知

|u(x, t)| ≤ M
1

√
π

w ∞

−∞

1
2a

√
t
e

− (x−ξ)2

4a2 t dξ

ζ= ξ−x
2a

√
t======= M

1
√
π

w ∞

−∞
e

−ζ2
dζ = M,

这说明积分(3.22)收敛且由它表达的函数 u(x, t) 有与初值相同的界。

还需证明，当 t > 0 时，积分(3.22)所表达的函数 u(x, t) 满足方程(3.17)。事实上，不难验证，积分号下的函数

u1(x, t) = 1
2a

√
πt
e− (x−ξ)2

4a2 t 关于变量 t, x，在 t > 0 时满足方程(3.17)。因此，只要可通过积分号下求导就行了。但由

于(3.22)式的积分是无穷的，为保证通过积分号下求导，必须证明在积分号下求导后所得的积分是一致收敛的。先对 x 求一次

导所构成的积分写为

w ∞

−∞
φ(ξ)

∂u1

∂x
dξ =

1
2a

√
πt

w ∞

−∞

−(x − ξ)φ(ξ)

2a2t
3
2

e
− (x−ξ)2

4a2 t dξ.

作变换 η = ξ − x，当 t ≥ δ > 0 时，有

1
2a

√
πt

w ∞

−∞

−(x − ξ)φ(ξ)

2a2t
3
2

e
− (x−ξ)2

4a2 t dξ ≤
M

2a
√
πt

w ∞

−∞

|η|

2a2t
3
2

e
− η2

4a2 t dη

≤
M

2a
√
πt

w ∞

0

|η|

a2t
3
2

e
− η2

4a2 t dη

≤
M

a
√
πt

w ∞

0

|η|

2a2δ
3
2

e
− η2

4a2 t dη < +∞,
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§3 柯西问题

3. 解的存在性

因此当 t > 0 时，对任意的 (t, x) 总存在一个邻域 ω，使上述积分关于 (t, x) ∈ ω 一致收敛。因此，成立

∂u(x, t)
∂x

=
1

2a
√
πt

w ∞

−∞

−(x − ξ)φ(ξ)

2a2t
3
2

e
− (x−ξ)2

4a2 t dξ,

即对 x 的一次求导能通过积分号。同理可证明对(3.22)的其他导数也能在积分号下求导而得。因此当 t > 0 时由积

分(3.22)所表达的函数 u(x, t) 满足方程(3.17)。

最后证，由(3.22)所确定的函数 u(x, t) 满足初始条件(3.18)，即证对任意的 x0，当 t → 0, x → x0 时

u(x, t) → φ(x0)。为此，要证明对任意给定的 ε > 0，一定可找到 δ > 0，使当 |x − x0| ≤ δ, t ≤ δ 时，成立

|u(x, t) − φ(x0)| ≤ ε.

又注意到 1√
π

w ∞

−∞
e−ζ2

dζ = 1，再在(3.22)中令 ζ = ξ−x
2a

√
t
，可得

φ(x0) =
1

√
π

w ∞

−∞
e

−ζ2
φ(x0)dζ,

u(x, t) =
1

√
π

w ∞

−∞
φ(x + 2a

√
tζ)e−ζ2

dζ.

因此

u(x, t) − φ(x0) =
1

√
π

w ∞

−∞

[
φ(x + 2a

√
tζ) − φ(x0)

]
e

−ζ2
dζ.
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§3 柯西问题

3. 解的存在性

对所给的 ε > 0，取 N > 0 足够大，使

1
√
π

w ∞

N
e

−ζ2
dζ ≤

ε

6M
,

1
√
π

w −N

−∞
e

−ζ2
dζ ≤

ε

6M
.

对固定的 N，由 φ(x) 的连续性知，可找到 δ > 0，使当 |x − x0| ≤ δ, 0 < t ≤ δ 时成立

|φ(x + 2a
√
tζ) − φ(x0)| ≤

ε

3
(−N ≤ ζ ≤ N).

因此

|u(x, t) − φ(x0)| =

∣∣∣∣ 1
√
π

w ∞

−∞

[
φ(x + 2a

√
tζ) − φ(x0)

]
e

−ζ2
dζ

∣∣∣∣
≤

1
√
π

w
N

−N

[
φ(x + 2a

√
tζ) − φ(x0)

]
e

−ζ2
dζ

+
2M
√
π

w −N

−∞
e

−ζ2
dζ +

2M
√
π

w ∞

N
e

−ζ2
dζ

≤
ε

3
1

√
π

w
N

−N
e

−ζ2
dζ + 4M

ε

6M
≤
ε

3
+

2ε
3

= ε.

这样我们就验证了泊松积分(3.22)所确定的函数确实是问题(3.17)-(3.18)的有界解。
可类似证明(3.29)所表示的函数满足非齐次方程(3.15)及初始条件(3.16)。
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§4 极值原理、定解问题解的唯一性和稳定性

1. 极值原理

考虑的是齐次的热传导方程

∂u

∂t
= a

2 ∂
2u

∂x2
. (4.1)

定理 4.1

（极值原理） 设 u(x, t) 在矩形 RT {α ≤ x ≤ β, 0 ≤ t ≤ T} 上连续，且在矩形区域内部满足热传导方程(4.1)，则它在矩
形的两个侧边（x = α 及 x = β, 0 ≤ t ≤ T）及底边（t = 0, α ≤ x ≤ β）上取到其最大和最小值。换言之，若以 ΓT 表
示 RT 的两侧边及底边所组成的边界曲线（通称为抛物边界），那么成立着

max
RT

u(x, t) = max
ΓT

u(x, t), min
RT

u(x, t) = min
ΓT

u(x, t).

证 将 −u 换成 u，最小值的情形就变为最大值的情形，因此只考虑最大值的情形。以 M 表示 u(x, t) 在 RT

上的最大值，以 m 表示 u(x, t) 在 ΓT 上的最大值。

反正法：如果定理不真，那么 M > m。则一定存在一点 (x∗, t∗) ∈ RT \ΓT (0 < t∗ ≤ T, α < x∗ < β) 使

u(x∗, t∗) = M。作辅助函数

V (x, t) = u(x, t) +
M − m

4l2
(x − x

∗)2
,

其中 l = β − α。
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§4 极值原理、定解问题解的唯一性和稳定性

1. 极值原理

在 ΓT 上

V (x, t) < m +
M − m

4
=
M

4
+

3m
4

= θM (0 < θ < 1),

而

V (x∗
, t

∗) = M,

因此，函数 V (x, t) 它也不在 ΓT 上取到最大值。设 V (x, t) 在点 (x1, t1) ∈ RT \ΓT (0 < t1 ≤ T, α < x1 < β)

取到最大值。固定 t1，若 t1 < T，由费马定理知 ∂V
∂t

= 0；若 t1 = T，那么 ∂V
∂t

≥ 0。再由泰勒展开式知

0 ≥ V (x1, t) − V (x1, t1) =Vx(x1, t1)(x − x1) + Vxx(x1, t1)
(x − x1)2

2!
+ o(x − x1)2

=Vxx(x1, t1)
(x − x1)2

2!
+ o(x − x1)2

,⇒ Vxx|(x1,t1 ) ≤ 0,

因此在点 (x1, t1) 处成立

∂V

∂t
− a

2 ∂
2V

∂x2
≥ 0;
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第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§4 极值原理、定解问题解的唯一性和稳定性

1. 极值原理

但由直接计算并利用(4.1)得

∂V

∂t
− a

2 ∂
2V

∂x2
=
∂u

∂t
− a

2 ∂
2u

∂x2
− a

2 M − m

2l2
= −a2 M − m

2l2
< 0,

这就得到了矛盾，说明假设不成立。定理证毕。

注： 为什么给抛物边界？因为我们研究的问题初始温度于边界温度是已知的，对应的就是抛物边界。

注： 由定理 4.1 的证明可见，若 u 是非齐次方程 ut − uxx = f（其中 f ≤ 0，相当于内部有吸热的）的解，

则成立 max
RT

u(x, t) = max
ΓT

u(x, t)，最小值不一定成立；若 u 是非齐次方程 ut − uxx = f（其中 f ≥ 0，相当于内

部有热源）的解，则成立 min
RT

u(x, t) = min
ΓT

u(x, t)，最大值不一定成立。
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§4 极值原理、定解问题解的唯一性和稳定性

2. 初边值问题解的唯一性和稳定性

定理 4.2

热传导方程的初边值问题

{
ut = a2uxx + f(x, t),
u(x, 0) = φ(x),
u(α, t) = µ1(t), u(β, t) = µ2(t),

(4.2)

在区域 RT 上的解是唯一的，而且连续地依赖于边界 ΓT 上所给的初始条件及边界条件。

证 设 u1, u2 是问题(4.2)的两解，令 u = u1 − u2，则 u 满足
ut = a2uxx,

u(x, 0) = 0,

u(α, t) = u(β, t) = 0.

由极值原理知，在 RT 上 u ≡ 0，即解唯一。

另外，如果相应于 µ1, µ2, φ1 和 µ̃1, µ̃2, φ̃1 的初边值问题的两个解为 u1 和 ũ1。令 u = u1 − ũ1，则 u

满足 
ut = a2uxx,

u(x, 0) = φ1(x) − φ̃1(x),

u(α, t) = µ1(t) − µ̃1(t), u(β, t) = µ2(t) − µ̃2(t).
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§4 极值原理、定解问题解的唯一性和稳定性

2. 初边值问题解的唯一性和稳定性

若在 ΓT 上成立

|µ1(t) − µ̃1(t)| + |µ2(t) − µ̃2(t)| + |φ1(x) − φ̃1(x)| ≤ ε,

则由极值原理知，在 RT 内成立

|u1 − ũ1| ≤ ε,

即稳定性成立。定理得证。

定理 4.1 不能直接应用于热传导方程的第二或第三类边界条件的初边值问题。为此，先考虑下面的初边值问题
ut − a2uxx = 0,

u|x=0 = µ1(t),
(
∂u
∂x

+ hu

)∣∣∣
x=l

= µ2(t),

u|t=0 = φ1(x).

(4.3)

其中 h 是已给定的正常数。
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§4 极值原理、定解问题解的唯一性和稳定性

2. 初边值问题解的唯一性和稳定性

先讨论问题(4.3)的唯一性。即要证明齐次初边值问题
ut − a2uxx = 0,

u|x=0 = 0,
(
∂u
∂x

+ hu

)∣∣∣
x=l

= 0,

u|t=0 = 0,

(4.4)

只要零解。事实上，若 u 不恒等于零，则有三种情况
(1) u在一段恒为负，则有负的极小值,

(2) u在一段恒为正，则有正的极大值,

(3) u在一段有正有负，则有正的极大值和负的极小值.

从而 u 在闭区间 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T 上必然取到正的极大值或负的极小值。由定理 4.1 知，正的极大值必在边界

x = 0, x = l 或 t = 0 上取到。而由(4.4)知，它不可能在 x = 0 与 t = 0 上取到正的极大值。若在 x = l 上取到，

则成立 ∂u
∂x

≥ 0, h > 0 与 x = l 上的边界条件矛盾。同理 u 也取不到负的极小值。从而 u ≡ 0，于是问题(4.3)解唯一。

稳定性：先考虑正的极大值的情形。若 u 在 (x∗, t∗) 上取到正的极大值，则由极值原理知 (x∗, t∗) ∈ {x = 0}

或 (x∗, t∗) ∈ {x = l} 或 (x∗, t∗) ∈ {t = 0}。当 (x∗, t∗) ∈ {x = 0} 或 (x∗, t∗) ∈ {t = 0}，有

u(x∗
, t

∗) ≤ max( max
0≤t≤T

µ1(t), max
0≤x≤l

φ1(x)). (4.5)
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§4 极值原理、定解问题解的唯一性和稳定性

2. 初边值问题解的唯一性和稳定性

当 (x∗, t∗) ∈ {x = l} 时，u(x∗, t∗) = u(l, t∗) > 0，

∂u

∂x
(l, t∗) = lim

x→l

u(x, t∗) − u(l, t∗)
x − l

≤ 0,

于是

hu ≤ µ2(t), (4.6)

从而有

u(x∗
, t

∗) ≤ max
0≤t≤T

1
h
µ2(t). (4.7)

因考虑的是 u 取正的极大值，还需与零比较大小，即有

u(x, t) ≤ max(0, max
0≤x≤l

φ1(x), max
0≤t≤T

µ1(t),
1
h

max
0≤t≤T

µ2(t)). (4.8)

同理，再考虑 u 取负的极小值的可能性后可得

u(x, t) ≥ min(0, min
0≤x≤l

φ1(x), min
0≤t≤T

µ1(t),
1
h

min
0≤t≤T

µ2(t)). (4.9)

若 |φ| ≤ ε, |µ1(t)| ≤ ε, |µ2(t)| ≤ ε，由上可导出 |u(x, t)| ≤
(

1 + 1
h

)
ε，从而稳定性成立。
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§4 极值原理、定解问题解的唯一性和稳定性

2. 初边值问题解的唯一性和稳定性

综上讨论，有

定理 4.3

对任意给定的 T > 0，热传导方程的初边值问题在 RT 上的解是唯一的，且连续地依赖于初值 φ(x) 以及边界条件中的
µ1(t), µ2(t)。

上面的证明过程用到了 h > 0 的条件，因此不能直接将上面的推导应用于取第二类边界条件的初边值问题
ut − a2uxx = 0,

u|x=0 = µ1(t), ∂u
∂x

∣∣
x=l

= µ2(t),

u|t=0 = φ(x)

(4.10)

的唯一性与稳定性的讨论。为此，作未知函数的线性可逆变换

ũ = w(x)u, (=⇒ u =
ũ

w(x)
) (4.11)

将边界化为第三边界条件的形式。事实上，w(x) 的选区与边界区间长有关，并能将第二边界化为第三边界条件，可能不是唯一

的。今取 w = l − x + 1，则 1 ≤ w(x) ≤ l + 1 (0 ≤ x ≤ l)。又由函数求导法则知

ut =
1
w
ũt, ux =

1
w
ũx +

1
w2

ũ,

uxx =
1
w
ũxx +

2
w2

ũx +
2
w3

ũ.
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§4 极值原理、定解问题解的唯一性和稳定性

2. 初边值问题解的唯一性和稳定性

于是 ũ 满足

ũt − a
2
ũxx −

2a2

l − x + 1
ũx −

2a2

(l − x + 1)2
ũ = 0, (4.12)

ũ|t=0 = w(x)φ(x), (4.13)

ũx=0 = (l + 1)µ1(t), (ũx + ũ)|x=l = µ2(t). (4.14)

再作可逆变换

v = e
−λt

ũ
(

=⇒ ũ = e
λt
v
)

(4.15)

并取 λ > 2a2(≥ 2a2

(l−x+1)2 )。于是所考察的初边值问题就化为


vt − a2vxx − 2a2

l−x+1 vx + (λ − 2a2

(l−x+1)2 )v = 0,

v|x=0 = e−λt(l + 1)µ1(t), (vx + v)|x=l = e−λtµ2(t),

v|t=0 = w(x)φ(x).

(4.16)
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§4 极值原理、定解问题解的唯一性和稳定性

2. 初边值问题解的唯一性和稳定性

若 v 在 (x∗, t∗) 取到正的极大值，即 v(x∗, t∗) > 0。那么 (x∗, t∗) 不可能在区域内部达到，否则，由

vt ≥ 0, vx = 0, vxx ≤ 0, v > 0 及 λ − 2a2

(l−x+1)2 > 0 可知(4.16)中的方程不成立。分别考虑 (x∗, t∗) 在 t = 0，

x = 0 与 x = l 上，类似可得

v(x, t) ≤ max(0, max
0≤x≤l

w(x)φ(x), max
0≤t≤T

(l + 1)µ1(t)e−λt
, max

0≤t≤T
µ2(t)e−λt), (4.17)

v(x, t) ≥ min(0, min
0≤x≤l

w(x)φ(x), min
0≤t≤T

(l + 1)µ1(t)e−λt
, min

0≤t≤T
µ2(t)e−λt). (4.18)

最后利用可逆变换(4.11)与(4.15)可得问题(4.10)解的估计。

定理 4.4

对任意给定的 T > 0，热传导方程的初边值问题(4.10)在 RT 上的解是唯一的，而且连续地依赖于初值 φ(x) 及边界函数
µ1(t), µ2(t)。
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§4 极值原理、定解问题解的唯一性和稳定性

3. 柯西问题解的唯一性和稳定性

 ∂u
∂t

= a2 ∂2

∂x2 + f(x, t),

u(x, 0) = φ(x) (−∞ < x < ∞).
(4.19)

求解无界直线问题，一般要求温度的分布有界，即 ∃ B > 0，使得对任意的 t ≥ 0,−∞ < x < ∞，有 |u(x, t)| ≤ B。

定理 4.5

柯西问题(4.19)在有界函数类中的解是唯一的，而且连续地依赖于所给的初始条件 φ(x)。

证 唯一性：设 u1, u2 是柯西问题(4.19)的两解，令 u = u1 − u2，则 u 满足 ∂u
∂t

− a2 ∂2

∂x2 = 0,

u(x, 0) = 0 (−∞ < x < ∞).

由于区域无界，即使 u 有界，它也可能在任何地方都达不到它的最大值与最小值，因此不能直接用极值原理，为此，对上半平

面的任一点 (x0, t0), t0 > 0，考虑矩形区域

R0 : 0 ≤ t ≤ t0, |x − x0| ≤ L,

其中 L 是一个任意给定的正数。作辅助函数

v(x, t) =
4B
L2

( (x − x − 0)2

2
+ a

2
t

)
.
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§4 极值原理、定解问题解的唯一性和稳定性

3. 柯西问题解的唯一性和稳定性

不难验证 v 在区域 R0 上连续，在 R0 内部满足方程(4.1)，且

v(x, 0) =
2B(x − x − 0)2

L2
≥ 0 = u(x, 0),

v(x0 ± L, t) ≥ 2B ≥ u(x0 ± L, t).

于是在 R0 的下底及侧边上成立着不等式

v(x, t) ≥ u(x, t).

利用极值原理知，在区域 R0 上也成立着

v(x, t) ≥ u(x, t),

即

4B
L2

( (x − x − 0)2

2
+ a

2
t

)
≥ u(x, t).

同理可证，在区域 R0 上也成立着

u(x, t) ≥ −
4B
L2

( (x − x − 0)2

2
+ a

2
t

)
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§4 极值原理、定解问题解的唯一性和稳定性

3. 柯西问题解的唯一性和稳定性

特别取 (x0, t0) 点，就得到

|u(x0, t0)| ≤
4B
L2

a
2
t0.

由 L 的任意性，令 L → ∞，就得到

u(x0, t0) = 0.

又 (x0, t0) 是上半平面的任一点，故在整个区域中 u(x, t) ≡ 0。唯一性得证。

稳定性：当 |φ(x)| ≤ η 时，将上面的辅助函数改为

v(x, t) =
4B
L2

( (x − x − 0)2

2
+ a

2
t

)
+ η.

类似可得

|u(x0, t0)| ≤
4B
L2

a
2
t0 + η.

再令 L → ∞，就得到

|u(x0, t0)| ≤ η.

又由 (x0, t0) 任意性，故得在整个区域中 |u(x, t)| ≤ η，即稳定性成立。
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§5 解的渐近性态

1. 初边值问题解的渐近性态

先讨论热传导方程初边值问题(2.1)-(2.4)解的渐近性态。在第 2 节已证，当初始函数 φ(x) 满足 φ(x) ∈ C1，

φ(0) = 0, φ′(l) + hφ(l) = 0 时，我们用分离变量法得到了一个用级数表示得经典解

u(x, t) =
∞∑
k=1

Ake
−a2λkt sin

√
λkx, (5.1)

其中

Ak =
1
Mk

w
l

0
φ(ξ) sin

√
λkξdξ, (5.2)

Mk =
l

2
+

h

2(h2 + λk)
(≥

l

2
), (5.3)

而 λk 为超越方程

tan(
√
λl) = −

√
λ

h
(5.4)

的解，它满足
(k− 1

2
)2π2

l2
< λk <

k2π2

l2
。
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§5 解的渐近性态

1. 初边值问题解的渐近性态

定理 5.1

设初始函数 φ(x) 满足 φ(x) ∈ C1, φ(0) = 0, φ′(l) + hφ(l) = 0。则当 t → ∞ 时，问题(2.1)-(2.4)的唯一经典解指数
衰减地趋于零，

|u(x, t)| ≤ Ce
−a2λ1t → 0, (5.5)

其中 C 为一个与解无关的正常数。

证 由(5.2)和(5.3)知，对一切的 k，有

|Ak| ≤
1
Mk

w
l

0
|φ(x)|dξ ≤

2
l

· max
[0,l]

|φ(x)| · l = 2 max
[0,l]

|φ(x)| ≜ C1. (5.6)

又因为 k → ∞ 时，λk = O(k2)，因此
∞∑
k=2

1
λk−λ1

< +∞。另一方面，当 t ≥ 1 时，对所有的 k ≥ 2 成立

(λk − λ1)e−a2 (λk−λ1 )t ≤ (λk − λ1)e−a2 (λk−λ1 ) ≤
1
a2e

≜ C2, (5.7)

（事实上，若设 f(x) = xe−a2x(x > 0)，则 f ′(x) = (1 − a2x)e−a2x。令 f ′(x) = 0，得 x = 1
a2 ，即函数 f(x) 在

点得 x = 1
a2 取得最大值，如图
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§5 解的渐近性态

1. 初边值问题解的渐近性态

因此对任意的 x > 0, f(x) ≤ f( 1
a2 ) = 1

a2 e
a2 · 1

a2 = 1
a2e
）于是，当 t ≥ 1 时，对所有的 x ∈ [0, l] 成立

|u(x, t)| ≤C1

(
1 +

∞∑
k=2

e
−a2 (λk−λ1 )t

)
e

−a2λ1t

≤C1

(
1 +

∞∑
k=2

(λk − λ1)e−a2 (λk−λ1 )t 1
λk − λ1

)
e

−a2λ1t

≤C1

(
1 + C2

∞∑
k=2

1
λk − λ1

)
e

−a2λ1t ≤ Ce
−a2λ1t. (5.8)

定理证毕。

注：波动方程的初边值问题不具有衰减性质。
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§5 解的渐近性态

2. 柯西问题解的渐近性态

下面讨论热传导方程的柯西问题 
∂u

∂t
= a

2 ∂
2u

∂x2
, (5.9)

u(x, 0) = φ(x) (5.10)

解的渐近性态。同样，前面已讨论，当 φ(x) 为连续有界函数，问题(5.9)-(5.10)的唯一解可由泊松积分给出：

u(x, t) =
1

2a2√
πt

w +∞

−∞
φ(ξ)e− (x−ξ)2

4a2 t dξ. (5.11)

还需假设 φ ∈ L1(R)，即积分
w +∞

−∞
|φ(x)|dx 收敛，并记

∥φ∥L1 (R) =
w +∞

−∞
|φ(x)|dx. (5.12)

定理 5.2

设 φ(x) 为连续有界函数且 φ ∈ L1(R)，则柯西问题(5.9)-(5.10)的唯一经典解有如下的渐近性态：对一切 x ∈ R, t > 0，
当 t → +∞ 时，一致地成立

|u(x, t)| ≤ Ct
− 1

2 → 0, (5.13)

其中 C 为一个仅与 a 和 ∥φ∥L1 (R) 有关的正常数。
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§5 解的渐近性态

2. 柯西问题解的渐近性态

证 由(5.11)式知

|u(x, t)| ≤
1

2a2√
πt

w +∞

−∞
|φ(ξ)|dξ =

1
2a2√

π
∥φ∥L1 (R)t

− 1
2 ≜ Ct

− 1
2 . (5.14)

定理证毕。

注： 对 n ≥ 1 维热传导方程的柯西问题 ut = a2∆u, x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = φ(x)

的解的表达式为

u(x, t) =
1

(2a2√
πt)n

w
Rn
φ(ξ)e− (x−ξ)2

4a2 t dξ.

从而

|u(x, t)| ≤
1

(2a2√
πt)n

w
Rn

|φ(ξ)|dξ ≤ Ct
− n

2 (→ 0, t → ∞).

注： 对波动方程的柯西问题的解，一维时没有衰减性，二维、三维有衰减性。
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§1 建立方程、定解条件

1. 方程的导出

调和方程（拉普拉斯方程）

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0. (1.1)

泊松方程

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= f(x, y, z). (1.2)

二维情况，调和方程和泊松方程的形式为

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (1.1’)

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= f(x, y). (1.2’)

例 1 膜平衡状态下的膜振动方程

ρ
∂2u

∂t2
= T

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+ F (x, y, t)

就化为膜平衡方程

0 = T

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+ F (x, y, t) =⇒

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= −

F (x, y)
T

,

它就是二维的泊松方程。
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§1 建立方程、定解条件

1. 方程的导出

例 2 稳定状态下的热传导方程 ut = a2∆u + f(x, y, t).

若 f(x, y, t) = f(x, y)，则 u(x, y, t) = u(x, y)，于是上述热传导方程就变成了泊松方程。

例 3 复变函数论中，解析函数 f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y) ⇐⇒ ∆u = 0, ∆v = 0.

(1) 引力位势 由牛顿万有引力定律，位于 (x0, y0, z0) 处质量为 M 的质点对位于 (x, y, z) 处具有单位质量的

质点的引力，其大小等于 M/r2，其中 r =
√

(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 为这两点之间的距离。写成向量的

形式，即为

F⃗ (x, y, z) = −
M

r2

(
x − x0

r
,
y − y0

r
,
z − z0

r

)
.

F⃗ (x, y, z) 称为引力场函数。引力场函数是位势函数

φ(x, y, z) = −
M

r

的梯度：F⃗ = −gradφ。事实上，因为 ∇r = (rx, ry , yz) = ( x−x0
r
, y−y0

r
, z−z0

r
)，所以

∇φ = φ′(r)∇r = M
r2 ∇r = M

r2 ( x−x0
r
, y−y0

r
, z−z0

r
)，即 F⃗ = −gradφ。除了允许相差一个任意常数外，位势函数是

唯一确定的。
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§1 建立方程、定解条件

1. 方程的导出

若以密度 ρ(x, y, z) 表示分布在区域 Ω 上的质量，在 Ω 中任取体积微元 dV，则 dV 对 M(x, y, z) 的引

力位势为 ρ(ξ,η,ζ)
r

，其中 r =
√

(x − ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2。从而在区域 Ω 上的质量所产生的总引力位势应为

φ(x, y, z) = −
y
Ω

ρ(ξ, η, ζ)
dξdηdζ√

(x − ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2
= −

y
Ω

ρ(ξ, η, ζ)
1
r
dξdηdζ. (1.3)

通过计算可以验证，φ(x, y, z) 在 Ω 以外满足调和方程

∆φ = 0.

进一步可验证，若 ρ(x, y, z) 满足 Hölder 条件（若函数 f(M) 在其定义域中满足 |f(M1) − f(M2)| ≤ CM1M2
r
，

其中 0 < r < 1，C 是一个正常数，则称 f 满足 Hölder 条件），则 φ(x, y, z) 在 Ω 以内满足泊松方程

∆φ = 4πρ.

即

∆φ = −∆
y
Ω

ρ(ξ, η, ζ)
1
r
dξdηdζ =

 0 M0∈̄Ω,

4πρ M0 ∈ Ω.
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§1 建立方程、定解条件

1. 方程的导出

(2) 静电场的电位势 设空间中有以电荷密度为 ρ(x, y, z) 的静电场。在此静电场内任取一闭曲面 Σ 包围的区域

G，由高斯定律知，通过 Σ 向外的电通量等于 G 中的总电量的 4π 倍，即

x
Σ

E · nds = 4π
y
G

ρdxdydz,

在利用格林公式和 G 的任意性可得

divE = 4πρ. (1.4)

又由库仑定律知，静电场是有势的，即存在静电位势 u = u(x, y, z)，使 E = −gradu，将其代入(1.4)，即得静电位势

u 满足泊松方程

∆u = −4πρ.

特别地，若在某区域内没有电荷存在，则此区域中的静电位势 u 满足调和方程，即 ∆u = 0。

定义 调和方程 (1.1) 的经典解，也就是说具有关于 x, y 和 z 的二阶连续偏导数并且满足方程 (1.1) 的连续函

数解（或具有关于变量 x 和 y 的二阶连续偏导数并且满足方程 (1.1′) 的连续函数解）称为调和函数。
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§1 建立方程、定解条件

2. 定解条件和定解问题

(1) 第一边值问题（狄利克雷（Dirichelet）问题） 在空间 (x, y, z) 中的某一区域 Ω 的边界 Γ 上给定了一个

连续函数 g，要求找出这样的一个函数 u(x, y, z)，它在 Ω 内是调和函数，在 Ω ∪ Γ 上连续，并在 Γ 上与已给的函数

g 重合：

u|Γ = g. (1.5)

即问题  ∆u = 0, in Ω,

u|Γ = g, on Γ.

(2) 第二边值问题（诺伊曼（Neumann）问题） 在某光滑的闭曲面 Γ 上给出连续函数 g，要寻找这样的一个函数

u(x, y, z)，它在 Γ 的内部区域 Ω 中是调和函数，在 Ω ∪ Γ 上连续，且在 Γ 上的任一点沿 Γ 的单位外法线方向 n

的方向导数 ∂u
∂n

存在，并且等于已给函数 g 在该点的值：

∂u

∂n

∣∣∣
Γ

= g. (1.6)

即问题  ∆u = 0, in Ω,

∂u
∂n

∣∣
Γ

= g, on Γ.
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§1 建立方程、定解条件

2. 定解条件和定解问题

求一个函数 u 在曲面 Γ 外部为调和函数，而在曲面 Γ 上满足所给的边界条件，这样的问题被称为拉普拉斯方程

的外问题。拉普拉斯方程的外问题是在无穷区域给的，定解问题的解在无穷远处还应加一定的限制。例如，考察以原点为心、单

位球面 Γ 为边界曲面的狄利克雷外问题，并给边界条件 u|Γ = 1，则 u1(x, y, z) = 1 及 u2(x, y, z) = 1√
x2 +y2 +z2

都是狄利克雷外问题的解。因此如果在无穷远处不加限制，则不能保证解的唯一性。在三维情况下，通常要求解在无穷远处的极

限为零，即

lim
r→∞

u(x, y, z) = 0 (r =
√
x2 + y2 + z2). (1.7)

(3) 狄利克雷外问题 在空间 (x, y, z) 中的某一闭曲面 Γ 上给定连续函数 g，要找出这样一个函数 u(x, y, z)，

它在 Γ 的外部区域 Ω′ 内调和（无穷远处除外），在 Ω′ ∪ Γ 上连续，当点 (x, y, z) 趋于无穷远时，u(x, y, z) 一致地

趋于零（即满足条件(1.7)），且在 Γ 上取所给的函数值：

u|Γ = g. (1.8)

即问题 
∆u = 0, in Ω′,

u|Γ = g, on Γ,

lim
r→∞

u = 0.
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§1 建立方程、定解条件

2. 定解条件和定解问题

(4) 诺伊曼外问题 在某光滑的闭曲面 Γ 上给出连续函数 g，要求找出这样的一个函数 u(x, y, z)，它在闭曲面 Γ

的外部区域 Ω′ 内调和，在 Ω′ ∪ Γ 上连续，在无穷远处满足条件(1.7)，且在 Γ 上任一点沿区域 Γ ′ 的单位外法线方向

n′（指向曲面 Γ 的内部）的法向导数 ∂u
∂n′ 存在，并且满足

∂u

∂n′

∣∣∣
Γ

= g. (1.9)

即问题


∆u = 0, in Ω′,

∂u
∂n′

∣∣∣
Γ

= g, on Γ,

lim
r→∞

u = 0.
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§1 建立方程、定解条件

3. 变分原理

在物理和力学中有几个关于能量极大或极小的定律，它们与描述质量、动量、力、热量、电量等物理量为守恒或平衡的

其他物理定律具有同样的重要性，这说明泊松方程有确切的物理背景。用积分表达式的极值问题称为变分问题。力学中有如下的

最小总位能原理：在一切可能的位移中，真实位移使总位能到达最小。考察薄膜的平衡问题。设有一边界固定的薄膜，在外力作

用下处于平衡状态。记号与第一章相同，在外力 F 作用下薄膜的总位能为

V =
x
Ω

{
T

2

[(
∂u

∂x

)2
+
(
∂u

∂y

)2]
− Fu

}
dxdy.

以 J(u) 表示总位能，不计一个常数因子，它可写为

J(u) =
x
Ω

{ 1
2

[(
∂u

∂x

)2
+
(
∂u

∂y

)2]
− fu

}
dxdy, (1.10)

其中 f = F
T
。

给定函数集合 V0 为

V0 = {v ∈ C
2(Ω) ∩ C

1(Ω̄), v|Γ = 0}, (1.11)

则一切可能的位移可取为集合 V0 中的元素的全体。于是，最小总位能原理可描述为：若 u 为真实位移，则 u ∈ V0，且满足

J(u) = min
v∈V0

J(v). (1.12)
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§1 建立方程、定解条件

3. 变分原理

对变分问题(1.12)与下述泊松方程的狄利克雷问题 −∆u = f,

u|Γ = 0,
(1.13)

有如下定理

定理 1.1

（变分原理） 如果满足(1.12)的函数 u ∈ V0 存在，它必满足(1.13)。反之，若 u 是定解问题(1.13)属于 V0 的解，则 u 必
为变分问题(1.12)的解。

证 若 u 为变分问题(1.12)的解，任取 w ∈ V0，令 v = u + λw, λ ∈ R。显然有 v ∈ V0，且

J(v) = J(u + λw) =
x

Ω

{
1
2

[(
∂

∂x
(u + λw)

)2
+

(
∂

∂y
(u + λw)

)2]
− f · (u + λw)

}
dxdy

= J(u) + λ

x
Ω

(
∂u

∂x

∂w

∂x
+
∂u

∂y

∂w

∂y
− fw

)
dxdy +

λ2

2

x
Ω

[(
∂w

∂x

)2
+

(
∂w

∂y

)2]
dxdy.

由(1.12)知，J(u + λw) 在 λ = 0 取到极小值，应有

d

dλ
J(u + λw)

∣∣∣
λ=0

= 0,
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§1 建立方程、定解条件

3. 变分原理

即

x
Ω

(
∂u

∂x

∂w

∂x
+
∂u

∂y

∂w

∂y
− fw

)
dxdy = 0. (1.14)

由格林公式知

x
Ω

(
∂u

∂x

∂w

∂x
+
∂u

∂y

∂w

∂y

)
dxdy =

x
Ω

[
∂

∂x

(
w
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
w
∂u

∂y

)
− w

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)]
dxdy

=
w
Γ

w
∂u

∂n
ds −

x
Ω

∆u · wdxdy

= −
x

Ω

∆u · wdxdy.

再结合(1.14)式得到，对任何给定的 w ∈ V0，成立

x
Ω

(∆u + f)wdxdy = 0. (1.15)

由此可知在 Ω 中 ∆u+ f ≡ 0。反证，若在 (x0, y0),
(

∆u+ f
)

(x0, y0) ̸= 0，不妨设
(

∆u+ f
)

(x0, y0) > 0，则

由 ∆u + f 的连续性知，必存在 (x0, y0) 的一个邻域 Br 且在 Br 中 ∆u + f > 0。取 w 为在 (x0, y0) 点附近

大于零，在其外等于零，比如取
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§1 建立方程、定解条件

3. 变分原理

w(x, y) =

 e
1

|x−x0 |2 +|y−y0 |2 −r2 , |x − x0|2 + |y − y0|2 < r2,

0, |x − x0|2 + |y − y0|2 ≥ r2.

就有

x
Ω

(∆u + f)wdxdy > 0,

与(1.15)矛盾，因此，在 Ω 中必有 ∆u + f ≡ 0。又 u ∈ V0，因此 u|Γ = 0，即 u 是问题(1.13)的解。

反之，若 u ∈ V0 是定解问题(1.13)的解，则对任意的 w ∈ V0，成立

−
x
Ω

(∆u + f)wdxdy = 0.

再利用格林公式知

x
Ω

(
∂u

∂x

∂w

∂x
+
∂u

∂y

∂w

∂y
− fw

)
dxdy = 0. (1.16)
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§1 建立方程、定解条件

3. 变分原理

任取 v ∈ V0，令 w = u − v，则 w ∈ V0 且

J(v) =J(u + w)

=J(u) +
y

Ω

(
∂u

∂x

∂w

∂x
+
∂u

∂y

∂w

∂y
− fw

)
dxdy

+
x

Ω

1
2

[(
∂w

∂x

)2
+

(
∂w

∂y

)2]
dxdy,

再利用(1.16)式即得

J(v) = J(u) +
1
2

x
Ω

[(
∂w

∂x

)2
+

(
∂w

∂y

)2]
dxdy ≥ J(u),

且等号仅当 w = 0 时成立。这就证明了 u 满足(1.12)，即 u 是变分问题(1.12)的解。
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§2 格林公式及其应用

1. 格林（Green）公式

设 Ω 为有界区域（可为多连通区域）且其边界 Γ 足够光滑，函数 P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) 属于

C∞(Ω) ∩ C(Ω ∪ Γ )，则有

y
Ω

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dΩ =

x
Γ

P cos(n, x) + Q cos(n, y) + R cos(n, z)dS,

其中 dΩ 是体积微元，n 是 Γ 外法线方向，dS 是 Γ 上的面积微元。

设函数 u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω ∪ Γ )。在上式中令 P = u ∂v
∂x
, Q = u ∂v

∂y
, R = u ∂v

∂z
，就得到格林第一公式

y
Ω

u∆vdΩ =
x
Γ

u
∂v

∂n
dS −

y
Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y
+
∂u

∂z

∂v

∂z

)
dΩ, (2.1)

其中 ∆ = ∂
∂x2 + ∂

∂y2 + ∂
∂z2 ,

∂
∂n

表示外法向导数。

在(2.1)中将函数 u, v 的位置交换，得

y
Ω

v∆udΩ =
x
Γ

v
∂u

∂n
dS −

y
Ω

(
∂v

∂x

∂u

∂x
+
∂v

∂y

∂u

∂y
+
∂v

∂z

∂u

∂z

)
dΩ. (2.2)
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§2 格林公式及其应用

1. 格林（Green）公式

(2.1)减去(2.2)，就得到格林第二公式

y
Ω

(u∆v − v∆u)dΩ =
x
Γ

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS. (2.3)

考察函数

v =
1

rM0M

=
1√

(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
, (2.4)

此处 M0(x0, y0, z0) 是 Ω 内某一固定点。易知 M ̸= M0,∆v = ∆
(

1
rM0M

)
= 0，称它为三维拉普拉斯方程的基本

解。在(2.3)中取 u 是调和函数，v = 1
rM0M

。由于 v 在区域 Ω 内有奇异点 M0，因此对此区域 Ω 不能直接应用格林

第二公式(2.3)，但，如果在区域 Ω 内挖去一个以 M0 为心、充分小正数 ε 为半径的球 Kε，其球面为 Γε，则在剩下区

域 Ω\Kε 中函数 v 就连续可导了。
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§2 格林公式及其应用

1. 格林（Green）公式

于是在区域 Ω\Kε 上对函数 u, v 应用(2.3)，得

0 ≡
y
Ω\Kε

(
u∆
( 1
r

)
−

1
r

∆u
)
dΩ =

x
Γ∪Γε

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS, (2.5)

在球面 Γε 上，r 的方向与 n 方向相反且 ( 1
r

)x = − 1
r2 · x−x0

r
，于是

∂

∂n

( 1
r

)
= ∇

( 1
r

)
· n =

(( 1
r

)
x

,

( 1
r

)
y

,

( 1
r

)
z

)
· r⃗ = −

∂

∂r

( 1
r

)
=

1
r2

=
1
ε2
,

因此

x
Γε

u
∂

∂n

( 1
r

)
dS =

1
ε2

x
Γε

udS = 4πu(M∗) = 4πu∗
,

其中 u(M∗) = 1
4πε2

x
Γε

udS,M∗ ∈ Γε。类似地，有

x
Γε

1
r

∂u

∂n
dS =

1
ε

x
Γε

∂u

∂n
dS = 4πε

∂u

∂n
(M∗

1 ) = 4πε
(
∂u

∂n

)∗
,

此处 ∂u
∂n

(M∗
1 ) = 1

4πε2

x
Γε

∂u
∂n
dS,M∗

1 ∈ Γε。
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§2 格林公式及其应用

1. 格林（Green）公式

于是结合(2.5)可得

x
Γ

(
u
∂

∂n

( 1
r

)
−

1
r

∂u

∂n

)
dS + 4πu∗ − 4πε

(
∂u

∂n

)∗
= 0.

令 ε → 0，则 M∗ → M,M∗
1 → M，再利用 u 和 ∂u

∂n
的连续性，u(M∗) → u(M), ∂u

∂n
(M∗

1 ) → ∂u
∂n

(M)，最终

得到调和函数的基本积分公式

u(M0) = −
1

4π

x
Γ

(
u(M)

∂

∂n

( 1
rM0M

)
−

1
rM0M

∂u(M)
∂n

)
dSM . (2.6)

注：上述没有将 Γ 上的积分算出来，是因为 Γ 不一定是规则的，因此外法线方向不好计算。

(2.6)表明对在 Ω ∪ Γ 上有连续一阶偏导数的调和函数，其在区域 Ω 内任一点 M0 的值，可通过函数本身以及其法向导

数在边界 Γ 上的积分表示出来。

如果 M0 ∈ Ωc，此时 M ̸= M0，
1

rM0M
是调和函数，因此(2.6)的右端为零。如果 M0 ∈ Γ，因为区域 Ω 的

边界 Γ 足够光滑，因此在 M0 附近挖掉的部分可以同胚一个半球，因此计算的值就是(2.6)右端的 1
2，合起来可写为
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§2 格林公式及其应用

1. 格林（Green）公式

−
x
Γ

(
u
∂

∂n

( 1
r

)
−

1
r

∂u

∂n

)
dS =


0 (若 M0 在 Ω 外),

2πu(M0) (若 M0 在 Γ 上),

4πu(M0) (若 M0 在 Ω 内).

(2.7)

同样，对泊松方程，若 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω ∪ Γ ) 且 ∆u = F，就可得到与(2.6)类似地公式

u(M0) = −
1

4π

x
Γ

(
u(M)

∂

∂n

( 1
rM0M

)
−

1
rM0M

∂u(M)
∂n

)
dSM −

1
4π

y
Ω

F (M)
rM0M

dΩM . (2.8)

定理 2.1

设函数 u 在以 Γ 为边界的区域 Ω 内调和，在 Ω ∪ Γ 上有连续一阶偏导数，则

x
Γ

∂u

∂n
dS = 0. (2.9)

证 在公式(2.3)中取 u 是所给的调和函数，取 v ≡ 1，就得到(2.9)。
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§2 格林公式及其应用

1. 格林（Green）公式

推论 1 诺伊曼内问题  ∆u = 0, in Ω,

∂u
∂n

|Γ = f.

有解的必要条件是函数 f 满足
x
Γ

fdS = 0。

推论 2 泊松方程 ∆u = F 的一个特解为

v(M0) = −
1

4π

y
Ω

F (M)
rM0M

dΩM . (2.10)

若 n = 2 时，拉普拉斯方程的基本解为

ln
1

rM0M

= ln
1√

(x − x0)2 + (y − y0)2
, (2.11)

相应于(2.6)的二维调和函数的基本积分公式为

u(M0) = −
1

2π

w
Γ

[
u(M)

∂

∂n

(
ln

1
rM0M

)
− ln

1
rM0M

∂u(M)
∂n

]
dSM . (2.12)
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§2 格林公式及其应用

2. 平均值定理

定理 2.2

（平均值公式） 设函数 u 在某区域 Ω 内调和，M0 是 Ω 中的任一点。则对以 M0 为心、a 为半径完全落在区域 Ω 内部的
球面 Γa 成立

u(M0) =
1

4πa2

x
Γa

udS. (2.13)

证 把公式(2.6)应用到球面 Γa 上，得到

u(M0) =
1

4π

x
Γa

[
u
∂

∂n

( 1
r

)
−

1
r

∂u

∂n

]
dS.

在 Γa 上
1
r

= 1
a
，于是由定理 2.1 得

x
Γa

1
r

∂u

∂n
dS;

另一方面，在球面 Γa 上的外法线方向与矢径方向一致，从而
∂
∂n

(
1
r

)∣∣∣
Γa

= − 1
a2 。于是

x
Γa

u
∂

∂n

( 1
r

)
dS = −

1
a2

x
Γa

udS =⇒ u(M0) =
1

4πa2

x
Γa

udS.

定理证毕。
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§2 格林公式及其应用

2. 平均值定理

注： 在证明此定理时，我们利用了等式(2.6)，它是在假设函数 u 在球面上的导数 ∂u
∂n

存在而推出的。如果只知道

函数 u(M) 在闭区域 Ω ∪ Γ 上连续，在 Ω 内满足方程 ∆u = 0，那么根据上面的推理尚不能断言对一个和 Γ 相切的

球面 Γa 也成立(2.13)式，但因为公式(2.13)对任意的一个 a′ < a 的球 Γa′ 总是正确的，然后取极限 a′ → a，即得关

于 Γa 的公式(2.13)。

注： 调和函数 u 在球心 M0 的值也可以等于其在整个球上的积分平均值，即 u(M0) = 1
4
3
πa3

y
Ka

udV。证

由定理 2.2 知，对 0 ≤ r ≤ a 都成立

4πr2
u(M0) =

x
Γr

udS,

两端关于 r 从 0 到 a 积分得

4πu(M0) ·
1
3
a

3 =
aw

0

4πr2
u(M0)dr =

aw
0

x
Γr

udSdr =
y
Ka

u(M)dV.

从而得到 u(M0) = 1
4
3
πa3

y
Ka

udV。
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3. 极值原理

定理 2.3

（极值原理）对不恒等于常数的调和函数 u(x, y, z)，其在区域 Ω 的任何内点上的值不可能达到它在 Ω 上的上界或下界。

证 反证法，设调和函数 u(x, y, z) 不恒为常数，但在区域中的上界为 m（这里假设有上界，相反情况下，定理自

然成立）。设在 Ω 内达到上界的点为 M0，下证矛盾。

以 M0 为心、任意半径 R 作一球 K ⊂ Ω，且球面为 SR。断言：在 SR 上 u ≡ m。事实上，若 u 在 SR

上某一点其值小于 m，则由 u ∈ C 知，存在 SR 上一邻域 U0 ⊂ SR 使 |U0| > 0 且 u(M) < m, ∀M ∈ U0，这

里 |U0| 表示 U0 的测度。于是

1
4πR2

x
SR

udS =
1

4πR2

[x
U0

udS +
x

SR\U0

udS

]
<

1
4πR2

m · A(U0) +
1

4πR2
m · A(SR\U0) = m,

但由平均值公式(2.13)知

1
4πR2

x
SR

udS = u(M0) = m,

矛盾。因此在球面 SR 上 u ≡ m。同理，在以 M0 为心、任意 r(r ≤ R) 为半径的球面上，u ≡ m，因此在整个球 K

上 u ≡ m。
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3. 极值原理

现证对 Ω 中的所有点 u ≡ m。任取一点 M1 ∈ Ω，在区域 Ω 中作连接 M0 和 M1 两点的折线 γ。因 γ

为有限长度，故可用完全落在 Ω 中的有限个球 K1, K2, · · · , Kn 盖住 γ，并使 K1 的球心为 M0，K2 的球心落在

K1 中，K3 的球心落在 K2 中，· · ·，Kn 的球心落在 Kn−1 中（图 3.1）。由上面证明方法，可依次证明在所有这些球

所包围的区域上 u ≡ m，特别有 u(M1) = m。再由 M1 的任意性知，在整个区域上 u(x, y, z) ≡ m，这与 u 不恒等

于常数矛盾。因此 u 不能在 Ω 内部取到其上界。因为 −u 也是调和函数，从它在 Ω 内部不能取到它的上界可知，u 在

Ω 内部也不能取到其下界。定理证毕。

图 3.1

推论 1 在有限区域 Ω 内调和、在 Ω ∪ Γ 上连续的函数必在边界 Γ 上取得最大值和最小值。

推论 2（比较原理） 设 u 和 v 都是区域 Ω 内的调和函数，且在 Ω ∪ Γ 上连续。如果在 Ω 的边界 Γ 上成

立着不等式 u ≤ v，那么在 Ω 内上述不等式也成立；并只在 u = v 时，在 Ω 内才会有等号成立的可能。
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§2 格林公式及其应用

4. 第一边值问题解

定理 2.4

方程(1.1)的狄利克雷内问题(1.5)的解如果存在，必是唯一的，而且连续依赖于所给的边界条件 f。

证 唯一性：假设 u1(x, y, z) 和 u2(x, y, z) 是方程(1.1)的狄利克雷内问题(1.5)的两个解，且在边界 Γ 上取

值相同，都等于 f。令 u = u1 − u2，则 u 满足 ∆u = 0, in Ω,

u
∣∣
Γ

= 0, on Γ.

于是按照定理 2.3 的推论 1 知，函数 u 在 Ω 上的最大最小值均为零，从而 u = 0。因此，狄利克雷内问题解是唯一的。

稳定性：设 u, u∗ 分别是方程(1.1)以 f, f∗ 为边界的狄利克雷内问题的解，即 u
∣∣
Γ

= f, u∗
∣∣
Γ

= f∗ 且满足

|f − f∗| ≤ ε，这里 ε 是给定的正数。由定理 2.3 的推论 1 知，在 Ω 上各点有

max
Ω∪Γ

(u − u
∗) = max

Γ
(f − f

∗) ≤ ε, min
Ω∪Γ

(u − u
∗) = min

Γ
(f − f

∗) ≥ −ε.

因此，在 Ω 上各点有

|u − u
∗| ≤ max

Γ
|f − f

∗| ≤ ε,

即狄利克雷内问题的解连续地依赖所给的边界条件。
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§2 格林公式及其应用

4. 第一边值问题解

定理 2.5

方程 (1.1) 的狄利克雷外问题的解如果存在，必是唯一的，而且也连续依赖于所给的边界条件。

证 唯一性：设 u1, u2 是狄利克雷外问题的解，令 v = u1 − u2，则 v 满足


∆v = 0, in Ω,

v
∣∣
Γ

= 0, on Γ,

lim
→∞

v(x, y, z) = 0,

其中 r =
√
x2 + y2 + z2。

如果 v 不恒等于零，则必存在一点 M，使 v(M) ̸= 0，不妨设 v(M) > 0。以 ΓR 表示半径为 R 的球面，当

R 取足够大时，可使 M 点落在由 Γ 及 ΓR 所围成的区域 ΩR 中，且由条件 lim
r→∞

v(x, y, z) = 0 可得在 ΓR 上有

v|ΓR < v(M)。因此，调和函数 v 在 ΩR 的边界上都取不到其最大值，这与极值原理矛盾，因此 v ≡ 0，即狄利克雷外

问题的解是唯一的。
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§2 格林公式及其应用

4. 第一边值问题解

稳定性：设 u, u∗ 是狄利克雷外问题相应于 f, f∗ 的两个解，令 w = u − u∗，则 w 满足


∆w = 0, in Ω,

w
∣∣
Γ

= f − f∗, on Γ,

lim
r→∞

w = 0,

因为 lim
r→∞

w = 0，所以对任意小的 ε > 0，可取充分大的 R > 0，使以 R 为半径的球 KR（边界为 ΓR）完全包含 Γ

且 w|ΓR < ε。于是在 KR\Ω 中对 w 应用极值原理可知

|v| < max
{
ε,max

Γ

∣∣f − f
∗
∣∣},

又因为 ε 是任意小的正数，因此 |v| < max
Γ

∣∣f − f∗
∣∣，即稳定性得证。定理证必。
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§3 格林函数

1. 格林函数及其性质

已证，若 u 在区域 Ω 中调和，在 Ω ∪ Γ 上一阶连续，则 u 满足(2.6)，即

u (M0) = −
1

4π

x
Γ

[
u(M)

∂

∂n

(
1

rM0M

)
−

1
rM0M

∂u(M)
∂n

]
dSM ,

其中 M0(x0, y0, z0) ∈ Ω。这个公式用 u 及其法向导数 ∂u
∂n

在 Γ 上的值把 u 在区域 Ω 内部的值表示出来，这自然

使我们想到能否用它来求解边值问题。但由于同时需要 u 以及 ∂u
∂n

在 Γ 上的值，因此不能直接利用它来求解调和方程的

狄利克雷问题(1.1)、(1.5)或诺伊曼问题(1.1)、(1.6)。

比如说狄利克雷问题(1.1)、(1.5)，若 u 在 Γ 上的值给定，按解的唯一性， ∂u
∂n

在 Γ 上的值就给定了，不能再

任意给了。为了克服这个困难，就需要引入格林函数来取消(2.6)中的 ∂u
∂n
。

引入函数 g(M,M0)，满足
∆g = 0, in Ω,

g (M,M0)
∣∣∣
Γ

= 1
4πrM0M

∣∣∣
Γ

, on Γ.

(3.1)

由格林第二公式(2.3)知

x
Ω

(g∆u − u∆g) dx =
x

Γ

(
g
∂u

∂n
− u

∂g

∂n

)
dS = 0.
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§3 格林函数

1. 格林函数及其性质

与(2.6)相减可得

u (M0) =
x

Γ

(
G
∂u

∂n
− u

∂G

∂n

)
dSM = −

x
Γ
u
∂G

∂n
dSM , (3.2)

其中函数

G (M,M0) =
1

4πrM0M

− g (M,M0) (3.3)

称为方程(1.1)狄利克雷问题的格林函数（源函数）。那么方程(1.1)取边界条件

u|Γ = f(M) (1.5)

的狄利克雷问题形式解就可表示为

u (M0) = −
x

Γ
f
∂G

∂n
dSM . (3.4)

上述这种将边值问题的解用格林函数或者其导数的积分来表示的方法称为格林函数法。
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§3 格林函数

1. 格林函数及其性质

格林函数法的意义：

(1) 格林函数仅依赖于区域，与边界条件无关。

(2) 对某些特殊区域，如球、半空间等，格林函数可以用初等方法求得，而这些特殊区域上的狄利克雷问题常常起着重要作
用。

(3) (3.4)不仅对问题的求解有意义，在已知狄利克雷问题解的存在性以后，还可以利用它对解的性质进性探讨。

格林函数的几个重要性质（证明留做习题）。

性质 1 格林函数 G (M,M0) 除 M = M0 一点外处处满足方程(1.1)，而当 M → M0 时，G (M,M0)

趋于无穷大，其阶数和 1
4πrM0M

相同。（因在 Ω 内 g 调和，故有上下界，即 |g(M)| ≤ C，M ∈ Ω）

性质 2 在边界 Γ 上格林函数 G (M,M0) 恒等于零。

性质 3 在区域 Ω 中成立不等式 0 < G (M,M0) < 1
4πrM0M

。（∆g = 0 且 g|Γ = 1
4πrM0M

∣∣∣
Γ

> 0，故由

极值原理知，g (M,M0) > 0，从而，G (M,M0) < 1
4πrM0M

）

性质 4 格林函数 G (M,M0) 在自变量 M 及参变量 M0 之间具有对称性，即设 M1,M2 是区域中的两点，

则

G (M1,M2) = G (M2,M1) .

性质 5
x
Γ

∂G(M,M0 )
∂n

dSM = −1.
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§3 格林函数

1. 格林函数及其性质

物理背景：格林函数在静电学中有物理意义。设在点 M0 处置一单位点电荷，那么它在自由空间所产生的静电场的电

位为 1
4πrM0M

。如果在点 M0 的点电荷包围在一个封闭的导电面内，而这个导电面又是接地的，此时在导电面内的电位就可

以用格林函数

G (M,M0) =
1

4πrM0M

− g (M,M0)

来表示，它在导电面上恒等于零。格林函数性质 4 在静电学上可表述为：M1 处的单位点电荷在 M2 处产生的电位等于

M2 处的单位点电荷在 M1 处所产生的电位。类似于这样的原理在物理中称为互易原理。
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§3 格林函数

2. 静电源像法

静电源像法：设 M0 是区域 Ω 内一点，它对自由空间的电场产生一个电位。假设在区域 Ω 外也有一点电荷，它

对自由空间的电场也产生一个电位。如果这两个点电荷所产生的电位在边界面上恰好抵消，这个假设的点电荷在 Ω 内的电位

就等于边界上感应电荷所产生的电位。容易想象，这假象点电荷的位置应该是 M0 关于边界曲面 Γ 的某种对称点。这种利用

对称性求格林函数的方法称为静电源像法（镜像法）。

现利用静电源像法求球的格林函数。设 K 是以 O 为球心、R 为半径的球面。在点 M0(x0, y0, z0) 放置一单位

电荷，在射线 OM0 上截线段 OM1，使

ρ0ρ1 = R
2
,

(
⇒

R

ρ0
=
ρ1

R
=
rM1P

rM0P

)
(3.5)

其中 ρ0 = rOM0 , ρ1 = rOM1，称点 M1 为 M0 关于球面 K 的反演点。设 P 是球面 K 上任一点，则三角形

OPM0 与 OPM1 相似，于是有 rM1P = R
ρ0
rM0P。

图 3.2
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§3 格林函数

2. 静电源像法

假想在点 M1 处有一点电荷，为了使它所产生的电位在球面上恰巧与 M0 处单位电荷所产生的电位抵消，必须假设在 M1

处的点电荷的带电量为 − R
ρ0
，因此

g (M,M0) =
1

4π
R

ρ0

1
rM1M

,

(
因为 M ∈ B(0, R), M1 ∈ B

c(0, R), M ̸= M1，所以 ∆
( 1
rM1M

)
= 0

)
故以 K 为球面的球上的格林函数为

G (M,M0) =
1

4π

(
1

rM0M

−
R

ρ0

1
rM1M

)
. (3.6)

由(3.6)可求出方程(1.1)在此球上满足边界条件

u|K = f (3.7)

的狄利克雷问题的解。为此要算出 ∂G
∂n

在球面 K 上的值。注意到

1
rM0 M

=
1√

ρ2
0 + ρ2 − 2ρ0ρ cos γ

,

(
利用余弦公式 a

2 + b
2 − 2ab cos γ = c

2
)

1
rM1M

=
1√

ρ2
1 + ρ2 − 2ρ1ρ cos γ

,
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§3 格林函数

2. 静电源像法

其中 ρ = rOM , γ 是 OM0(OM1) 和 OM 的夹角，并利用(3.5)-(3.6)就得到格林函数

G (M,M0) =
1

4π

[
1√

ρ2
0 + ρ2 − 2ρ0ρ cos γ

−
R√

ρ2
0ρ

2 − 2R2ρρ0 cos γ + R4

]
.

而在球面 K 上，n = ρ⃗，故

∂G

∂n

∣∣∣
ρ=R

=
∂G

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=R

= −
1

4π

{
ρ − ρ0 cos γ(

ρ2 + ρ2
0 − 2ρρ0 cos γ

) 3
2

−

(
ρ2

0ρ − R2ρ0 cos γ
)
R(

ρ2
0ρ

2 − 2R2ρρ0 cos γ + R4
) 3

2

}∣∣∣∣
ρ=R

= −
1

4πR
R2 − ρ2

0(
R2 + ρ2

0 − 2Rρ0 cos γ
) 3

2

,

于是，由(3.4)就得到球上的狄利克雷问题(1.1)，(3.7)的解的表达式为

u (M0) = −
x

K
f
∂G

∂n
dSM =

1
4πR

x
K

R2 − ρ2
0(

R2 + ρ2
0 − 2Rρ0 cos γ

) 3
2

f(M)dSM—泊松公式 (3.8)
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§3 格林函数

2. 静电源像法

或写成球坐标的形式，令 x = R sin θ cosφ, y = R sin θ sinφ, z = R cos θ，则 dSM = R2 sin θdθdφ,

u (ρ0, θ0, φ0) =
R

4π

w 2π

0

w
π

0
f(R, θ, φ)

R2 − ρ2
0(

R2 + ρ2
0 − 2Rρ0 cos γ

) 3
2

sin θdθdφ,—泊松公式 (3.8’)

其中 (ρ0, θ0, φ0) 或 (x0, y0, z0) 是点 M0 的坐标，(R, θ, φ) 或 (x, y, z) 是球面 K 上点 M 的坐标，

cos γ =


cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(φ − φ0), 在球坐标系下,

x0x + y0y + z0z√
x2

0 + y2
0 + z2

0

√
x2 + y2 + z2

, 在直角坐标系下.

事实上，在球坐标系下，矢量
−−−→
OM0 和

−−→
OM 的方向余弦分别为

(sin θ0 cosφ0, sin θ0 sinφ0, cos θ0) 与 (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ).

利用 α⃗ · β⃗ = |α⃗||β⃗| cos(α⃗ ∧ β⃗)，可得

cos γ = cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0
(

cosφ cosφ0 + sinφ sinφ0
)

= cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(φ − φ0).

同理，在直角坐标系下，cos γ =
−−−→
OM0 · −−→

OM

|−−−→
OM0||−−→

OM|
=

x0x + y0y + z0z√
x2

0 + y2
0 + z2

0

√
x2 + y2 + z2

。
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§3 格林函数

2. 静电源像法

用静电源像法求半空间的狄利克雷问题，即

 ∆u = 0, z0 > 0

u|z=0 = f(x, y).

此时，点 M0(x0, y0, z0) 的对称点为 M1(x0, y0,−z0)，其中 z0 > 0。则格林函数为

G (M,M0) =
1

4π

[
1√

(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

−
1√

(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

]
.

(3.9)

对于半空间 z > 0 来讲，取平面 z = 0 的外法向导数为 n = (0, 0,−1)，则

∂G

∂n
= ∇G · n =

(
∂G

∂x
,
∂G

∂y
,
∂G

∂z

)
= −

∂G

∂z
.
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§3 格林函数

2. 静电源像法

此外，由上节习题 4 可知，对半空间的情形，对调和函数 u(x, y, z) 加上在无穷远处的条件：

u(M) = O

(
1

rOM

)
,
∂u

∂n
= O

(
1

r2
OM

)
(rOM → ∞) ,

公式(2.6)仍成立，因而由格林函数表示的求解公式(3.4)也成立。于是利用(3.4)就可得到上半空间上调和方程的狄利克雷问题

的解的表达式

u(x0, y0, z0) =
1

4π

w +∞

−∞

w +∞

−∞
f(x, y)

∂

∂z

[ 1√
(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

−
1√

(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

]∣∣∣
z=0

dxdy

=
z0

2π

w +∞

−∞

w +∞

−∞

f(x, y)[
(x − x0)2 + (y − y0)2 + z2

0

] 3
2

dxdy. (3.10)
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§3 格林函数

2. 静电源像法

圆上二维调和方程的狄利克雷问题

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, x

2 + y
2
< R

2
, (3.11)

u|x2 +y2 =R2 = f(θ), (3.12)

其中 θ 是极坐标的角度。

在二维情况下，利用镜像法，以 1
2π ln 1

r
代替 1

4πr。设 M0 是圆内一点，M1 是 M0 关于圆周的对称点，于是

与球的做法一样，可得圆上的格林函数 G (M,M0) = 1
2π

[
ln 1

rM0M
− ln R

ρ0

1
rM1M

]
.

注意到 1
rM0M

= 1√
ρ2

0 +ρ2 −2ρ0ρ cos γ
, 1

rM1M
= 1√

ρ2
1 +ρ2 −2ρ1ρ cos γ

，

又
−−−→
OM0,

−−→
OM 的方向余弦分别为 (cos θ0, sin θ0), (cos θ, sin θ)，故
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§3 格林函数

2. 静电源像法

cos γ = cos (θ − θ0) = cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0.

再利用 ρ0ρ1 = R2，可得在圆周 ρ = R 上，

∂G

∂n

∣∣∣
ρ=R

=
∂G

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=R

=
∂

∂ρ

{
1

2π

[
ln

1√
ρ2

0 + ρ2 − 2ρ0ρ cos γ
− ln

R√
ρ2

0ρ
2 − 2R2ρρ0 cos γ + R4

]}∣∣∣∣
ρ=R

= −
1

2π

{
ρ − ρ0 cos γ

ρ2 + ρ2
0 − 2ρρ0 cos γ

−
R

ρ2
0ρ

2 − 2R2ρρ0 cos γ + R4

}∣∣∣∣
ρ=R

= −
1

2πR
R2 − ρ2

0

ρ2
0 − 2Rρ0 cos γ + R2

.

这样圆上的狄利克雷问题(3.11)-(3.12)解的表达式为
u (ρ0, θ0) =

1
2πR

w
x2 +y2 =R2

R2 − ρ2
0

R2 − 2Rρ0 cos γ + ρ2
0

f(θ)ds

=
1

2π

w 2π

0

(
R2 − ρ2

0

)
f(θ)

R2 − 2Rρ0 cos (θ − θ0) + ρ2
0

dθ, (3.13)

同样称为泊松公式。
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§3 格林函数

3. 解的验证

补充定理（积分号下求导）：设 f(x, y) 和 fx(x, y) 在 [a, b] × [c, d] 上连续，则有 I(x) =
w d

c
f(x, y)dy 在

[a, b] 上有连续的导函数且 I′(x) =
w d

c
f)x(x, y)dy。

下面仅对圆的情形进性验证，其他情形类似可证。由格林函数的对称性可知

当 M 在圆内，∆M0G(M,M0) = 0,

当 M0 在圆内，M 在圆周上时，∆M0G(M,M0) = 0, ∆M0

(
∂G

∂n
(M,M0)

)
= 0.

又

u(M0) = −
w
Γ
f(M)

∂G

∂n
(M,M0)dSM ,

这里的 ∂G
∂n

(M,M0) = ∇MG(M,M0) · n。故利用上面补充的定理知，可通过积分号下求导得

∆M0u(M0) = −
w
Γ
f(M)

∂

∂n

(
∆M0G(M,M0)

)
dSM = 0.

因此 (3.13) 式给出的函数确实在圆内满足调和方程 (1.1)。

再证函数 u 满足边界条件(3.12)，即当 (ρ0, θ0) → (R, θ1) 时，u (ρ0, θ0) → f(θ1)。
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§3 格林函数

3. 解的验证

令 φ = θ − θ0，则 cos(θ − θ0) 是 θ 的周期函数，周期为 2π。又 f(x, y) = f(r cos θ, y sin θ) = f(θ)，所以它也

是 θ 的以 2π 为周期的函数。从而(3.13)式可改写为

u(ρ0, θ0) =
1

2π

w
π

−π

(R2 − ρ2
0)f(φ + θ0)

R2 − 2Rρ0 cosφ + ρ2
0

dφ. (3.14)

在利用格林函数的性质 5，有

1 =
1

2π

w
π

−π

(R2 − ρ2
0)

R2 − 2Rρ0 cosφ + ρ2
0

dφ,

所以

u(ρ0, θ0) − f(θ1) =
1

2π

w
π

−π

(R2 − ρ2
0)

R2 − 2Rρ0 cosφ + ρ2
0

[f(φ + θ0) − f(θ1)]dφ. (3.15)

我们要证，当 (ρ0, θ0) → (R, θ1) 时，(3.15) 式右端的积分区域零。假设 f 连续，则对任意给定的正数 ε，存在正数 η，

使得在区间 −η ≤ φ ≤ η 上，当 θ0 足够接近 θ1 时，有 |f(φ + θ0) − f(θ1)| ≤ ε
2。再令

1
2π

w
π

−π

(R2 − ρ2
0)

R2 − 2Rρ0 cosφ + ρ2
0

[f(φ + θ0) − f(θ1)]dφ =
1

2π

(w −η

−π
· dφ +

w
η

−η
· dφ +

w
π

η
· dφ
)

:=I1 + I2 + I3.
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§3 格林函数

3. 解的验证

于是

|u(ρ0, θ0) − f(θ1)| = |I1 + I2 + I3| ≤ |I1| + |I2| + |I3|.

在区间 (−π,−η) 上 cosφ ≤ cos η，则

R
2 − 2Rρ0 cosφ + ρ

2
0 ≥R2 − 2Rρ0 cos η + ρ

2
0

=(R − ρ0)2 + 2Rρ0(1 − cos η)

≥4Rρ0 sin2 η

2
,

又因为 f 连续，所以 |f(φ + θ0) − f(θ1)| ≤ M，从而

|I1| ≤
M

8πRρ0 sin2 η

2

(R2 − ρ
2
0)(π − η). (3.16)

同理

|I3| ≤
M

8πRρ0 sin2 η

2

(R2 − ρ
2
0)(π − η).

故当 ρ0 → R 时，I1, I3 → 0.
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§3 格林函数

3. 解的验证

对 I2，由于
R2 −ρ2

0
R2 −2Rρ0 cosφ+ρ2

0
≥ 0，故

|I2| ⩽ ε

2
·

1
2π

w
η

−η

R2 − ρ2
0

R2 − 2Rρ0 cosφ + ρ2
0

dφ

⩽ ε

2
·

1
2π

w
π

−π

R2 − ρ2
0

R2 − 2Rρ0 cosφ + ρ2
0

dφ =
ε

2
.

(3.17)

利用 ε 的任意性可知，当 (ρ0, θ0) → (R, θ1) 时，u(ρ0, θ0) → f(θ1)。这就证明了 (3.13) 式表示的 u(ρ0, θ0) 确

实是圆上狄利克雷问题 (3.11) − (3.12) 解。
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§3 格林函数

4*. 单连通区域的格林函数

G1(ζ, ζ0) = g(f(ζ), f(ζ0)). (3.18)

G1(ζ, ζ0) =
1

2π
ln
∣∣∣ ζ − ζ̄0

ζ − ζ0

∣∣∣. (3.19)
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§3 格林函数

5. 调和函数的基本性质

定理 3.1

（哈那克第一定理（关于调和函数序列的一致收敛性定理））如果函数序列 {uk} 中的每一个函数在有限区域 Ω中都是调和函数，
在闭区域 Ω ∪ Γ（Γ 是 Ω 的边界）上连续，而且这函数序列在 Γ 上一致收敛，则它在 Ω 中也是一致收敛，并且极限函数 u
在区域 Ω 中也是调和函数。

证 记 uk
∣∣
Γ

= fk。由假设知，{fk} 在 Γ 上一致收敛，即 ∀ε > 0, ∃N > 0，使当 n,m > N 时，在 Γ

上处处有 |fn − fm| ≤ ε。则由极值原理知，在 Ω 中处处有 |un − um| ≤ ε。由柯西定理知，uk ⇒ u。下证 u 在 Ω

中调和只要证在 Ω 中任一点的邻域中是调和函数即可。

任取 M0 ∈ Ω，以 M0(ρ0, θ0, φ0) 为球心的球 K ⊂ Ω，半径为 R。则在球 K 上

uk(ρ0, θ0, φ0) =
R

4π

w 2π

0

w
π

0
uk(R, θ, φ)

×
R2 − ρ2

0(
R2 + ρ2

0 − 2Rρ0
[

cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(φ − φ0)
]) 3

2

sin θdθdφ, (3.20)

因 uk ⇒ u，令 k → ∞，得到

u(ρ0, θ0, φ0) =
R

4π

w 2π

0

w
π

0
u(R, θ, φ)

×
R2 − ρ2

0(
R2 + ρ2

0 − 2Rρ0
[

cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(φ − φ0)
]) 3

2

sin θdθdφ.

u 仍能用泊松公式表示，故 u 是球 K 内的调和函数。定理证毕。
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§3 格林函数

5. 调和函数的基本性质

定理 3.2

（哈那克第二定理）设 {uk} 是 Ω 上的一个单调不减的调和函数序列，若它在 Ω 内的某一点 P 收敛，则它在 Ω 中处处收敛
于一个调和函数 u，并且这种收敛在 Ω 的任一闭子区域上是一致的。

证 以 P 为球心，R 为半径做球 KR ⊂ Ω。设 Q ∈ KR。对 KR 中的任意调和函数 w，由泊松公式知

w(Q) =
1

4πR

x
∂KR

R2 − ρ2
0(

R2 + ρ2
0 − 2Rρ0 cos γ

) 3
2

w(M)dSM .

若 w ≥ 0，注意到 (R − ρ0)2 ≤ R2 + ρ2
0 − 2Rρ0 cos γ ≤ (R + ρ0)2，则有

R2 − ρ2
0

(R + ρ0)3
≤

R2 − ρ2
0

(R2 + ρ2
0 − 2Rρ0 cos γ)

3
2

≤
R2 − ρ2

0

(R − ρ0)3

于是

1
4πR

x
∂KR

w(M)dSM
R − ρ0

(R + ρ0)2
≤ w(Q) ≤

1
4πR

x
∂KR

w(M)dSM
R + ρ0

(R − ρ0)2
.

利用调和函数的平均值公式，上式为
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§3 格林函数

5. 调和函数的基本性质

R − ρ0

(R + ρ0)2
R · w(P ) ≤ w(Q) ≤

R + ρ0

(R − ρ0)2
R · w(P ). （哈那克不等式） (3.21)

令 vk = uk − uk−1 ≥ 0, k = 2, 3 · · ·。对 vk 用哈那克不等式得到

R − ρ0

(R + ρ0)2
R · vk(P ) ≤ vk(Q) ≤

R + ρ0

(R − ρ0)2
R · vk(P ). (3.22)

对任意的 m,n > m，un − um =
n∑

k=m+1
vk。又 {uk(P )} 收敛，则由上式知，{uk(Q)} 在 KR/2 上一致

收敛。由哈那克第一定理，在 KR/2 上，uk(Q) ⇒ u(Q)。

对任一点 M ∈ Ω，可用完全落在 Ω 中的折线 γ 连接 P 和 M，而 γ 又可以用有限个完全落在 Ω 中的球覆

盖。对这些球逐一用上述推理，即得 {uk} 在点 M 收敛，从而在 Ω 内处处收敛于调和函数 u（参见定理 2.3 的证明）。

设 F 是 Ω 中任一有界闭集，由有限覆盖定理，存在有限个完全落在 Ω 中的闭球 Ki, i = 1, 2, · · · , L 覆盖

F。因 {uk} 在 Ω 中处处收敛，特别在每个闭球的球心 Mi 处收敛，从而 {uk} 在 Ki 上一致收敛。定理证毕。
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§3 格林函数

5. 调和函数的基本性质

定理 3.3

设 u 是区域 Ω 中的非负调和函数，则对 Ω 中的任一闭子区域 Ω′，存在仅与 Ω′ 有关的正常数 C，使得

max
Ω′

u ≤ C min
Ω′

u. (3.23)

证 记 Ω′ 与 Ω 的边界 Γ 的距离为 R。由有限覆盖定理，Ω′ 可由 N 个半径为 R
2 的球覆盖。对

0 ≤ ρ0 ≤ R
2 ，有 R − ρ0 ≥ R

2 , R + ρ0 ≤ 3R
2 ，则

R − ρ0

(R + ρ0)2
R ≥

2
9
,

R + ρ0

(R − ρ0)2
R ≤ 6.

利用哈那克不等式 (3.21) 可，对任一用于覆盖 Ω′ 的半径为 R
2 的球中的任意两点 P1, P2，成立

2
9
u(P1) ≤ 6u(P2),=⇒ u(P1) ≤ 27u(P2).

由于 u 在 Ω′ 上的极大点与极小点必分别落在某个半径为 R
2 的覆盖球中，取 C = (27)N，即得(3.23)。
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§3 格林函数

5. 调和函数的基本性质

定理 3.4

（可去奇点定理）设 u(M) = u(x, y, z) 在点 A 的邻域中除点 A 外是调和函数，在 A 点附近成立

lim
M→A

rAM · u(M) = 0,

(
⇐⇒ u(M) = o

( 1
rAM

))
(3.24)

其中 rAM 表示 A 点和 M 点的距离，则总可以重新定义函数 u 在 A 点的值，使 u(M) 在整个所考虑的点 A 的邻域中
（包括点 A 本身在内）是调和函数。

证 由于调和函数平移之后还是调和函数，所以不妨设点 A 就是坐标原点。设 K 是以 A 为心、R 为半径的球，

它整个地包含在点 A 所考察的邻域中。可由泊松公式求得如下问题的解， ∆v = 0, in K,

v
∣∣
∂K

= u
∣∣
∂K
.

记为 u1。我们要证明，在整个球 K 内除点 A 外 u ≡ u1。这样，重新定义 u 在点 A 的值等于 u1 在点 A 的值就

可以了。记 w = u− u1，则 ∆w = 0(除A点外), w
∣∣
∂K

= 0。又因为 u1 在 K̄ 上连续，故有界，而当 M → A 时，

rAM → 0。于是，当 M → A 时，rAM · u1(M) → 0。再结合(3.24)，有

lim
M→A

rAM · w(M) = lim
M→A

rAM · w(M),
(
rAM · u(M) − rAM · u1(M)

)
= 0. (3.25)
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§3 格林函数

5. 调和函数的基本性质

现证在整个球 K 内除点 A 外 w ≡ 0。对任意 ε > 0，作函数

wε(M) = ε

( 1
rAM

−
1
R

)
, (3.26)

它满足：(1) wε
∣∣
∂K

= 0；(2) 在 K 内除 A 点外，w > 0；(3) 在球 r = δ 及 r = R 所包围的同心球壳 D 内，

∆wε = 0，这里 δ > 0 是任意小的正数。

对任意给定的 M∗ ∈ K\A 和 ε > 0，由(3.25)式不难得到，当 M → A 时，rAM · w(M) → 0，

ε(R − rAM ) → εR，于是

lim
M→A

w(M)
wε(M)

= lim
M→A

R · rAM · w(M)
ε(R − rAM )

=
0
εR

= 0.

因此，由上面关系式，可以找到适当小的 δ > 0，使在球面 r = δ 上

|w| ≤ wε, (3.27)

在 K 的球面上，w = wε = 0。故由定理 2.3（极值原理），对 D 中的任一点，(3.27)都成立。所以对点 M∗ 有

|w(M∗)| ≤ wε(M∗). (3.28)

令 ε → 0，即得 w(M∗) = 0。又 M∗ 是 M\A 中任一点，因此在整个球 K 内除 A 点外 w = 0。定理证毕。
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§3 格林函数

5. 调和函数的基本性质

推论 如果 A 确实是调和函数 u(M) 的孤立奇点（即是不可除去的奇点），那么 u(M) 在 A 点附近趋于无穷大

的阶数不会低于 1
rAM
。（反正法，若为高阶无穷小，则为可去奇点，矛盾。）

注：若为二维情形，将(3.24)换成 lim
M→A

u(M)
1

rAM

= 0 并在证明过程中取 wε(M) = ε

(
ln 1

rAM
− ln 1

R

)
即可。

定理 3.5

（调和函数的解析定理）设 u(M0) 是区域 Ω 中的调和函数，那么它在 Ω 中是关于自变量 x0, y0, z0 的解析函数，也就是说
在 Ω 中任一点 M∗

0 (x∗
0 , y

∗
0 , z

∗
0 ) 的附近，它都可以展开成 x − x∗

0 , y − y∗
0 , z − z∗

0 的幂级数。

注：这有什么用呢？事实上，若在区域 Ω 上，∆u = 0，则可推出 u ∈ C∞，即 u 有任意阶导数。

证 对 Ω 中任一点 M∗
0 (x∗

0 , y
∗
0 , z

∗
0 )，以 M∗

0 为心、R 为半径作一球 K ⊂ Ω。由于在 K 中 ∆u = 0，由

泊松公式知

u (M0) =
1

4πR

x
∂K

u(M)
R2 − ρ2

0(
R2 + ρ2

0 − 2Rρ0 cos γ
) 3

2

dSM

=
1

4πR

x
∂K

u(M)
R2 − ρ2

0

r3
M0M

dSM

不失一般性，设 M∗
0 为坐标原点，我们要证明 u(M0) 在点 M∗

0 (0, 0, 0) 附近可展成 x0, y0, z0 的幂级数。
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§3 格林函数

5. 调和函数的基本性质

注意到当 x < 1 时， 1
1−x 可展成幂级数。由于 M0 在 M∗

0 附近，而 M ∈ ∂K，所以

(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
> 0 =⇒ 2(x0x + y0y + z0z) − (x2

0 + y
2
0 + z

2
0 ) < x

2 + y
2 + z

2 = R
2
,

即
2(x0x + y0y + z0z) − (x2

0 + y2
0 + z2

0 )
R2

< 1，从而可得，在 ∂K 上，

(
R2 − ρ2

0

)
r−3
M0M

=
[
R2 −

(
x2

0 + y2
0 + z2

0

)] [
(x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

]− 3
2

=
[
R2 −

(
x2

0 + y2
0 + z2

0

)] [
x2 + y2 + z2 − 2 (xx0 + yy0 + zz0) + x2

0 + y2
0 + z2

0

]− 3
2

=
[
R2 −

(
x2

0 + y2
0 + z2

0

)] [
R2
(

1 − 2(xx0 +yy0 +zz0 )−(x2
0 +y2

0 +z2
0 )

R2

)]− 3
2
,

再利用二项式定理：α ∈ R, (a+ b)α =
∞∑
k=0

(
α

k

)
aα−kbk,

(
α

k

)
=
α(α − 1) · · · (α − k + 1)

k!
，可将上式的最后一个等式

右端展开为 x0, y0, z0 的幂级数。当 (x, y, z) ∈ ∂K，(x0, y0, z0) 在原点附近时这以幂级数时一致收敛的，因此可逐项

积分，且在积分后仍得到一个关于 x0, y0, z0 为一致收敛得幂级数，从而 u(M0) 在 M0 = M∗
0 处解析。由点 M∗

0 的

任意性可知 u(M0) 在 Ω 内处处解析。定理证毕。
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§4 强极值原理、第二边值问题解的唯一性

1. 强极值原理

我们知道，调和方程描写的是稳态平衡的物理现象。仍以稳定的热传导情形为例，由极值原理知道，温度的最高点及最

低点必在物体的边界上取到。对在边界上的温度最低点（对温度最高点也类似地讨论），物体其它各点的热量必流向它，并且通

过它流向物体外部，因此在该点应有 ∂u
∂n

≤ 0（这里 n 是外法线方向）。然而，通过数学上的进一步分析和论证，可得如下更

强的结果。

定理 4.1

（强极值原理）设半径为 R 的某一球上（包括球面在内）给定一个连续函数 u(x, y, z)，它在此球内的所有内点 (x, y, z)，成
立着 u(x, y, z) > u(x0, y0, z0)，其中 (x0, y0, z0) 是球面上的某定点。如果函数 u(x, y, z) 在点 (x0, y0, z0) 沿方向
ν 的方向导数存在，而方向 ν 与球的内法线方向成锐角，则在点 (x0, y0, z0) 成立 ∂u

∂ν
> 0。

注：此区域是球。

注：若取 ν = −n，则有 ∂u
∂n

< 0。

注：方向导数的定义：如下图，设 M0(x0, y0, z0),M(x, y, z)，则 ∂u
∂ν

(M0) = lim
M→M0

u(M) − u(M0)
|M − M0|

，分子体现方向。
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§4 强极值原理、第二边值问题解的唯一性

1. 强极值原理

证 因为调和函数在经过坐标轴的平移变换后仍是调和函数，我们不妨设球心就是坐标原点。由于 u(x, y, z) 在点

(x0, y0, z0) 取最小值，因此在点 (x0, y0, z0) 总有 ∂u
∂ν

≥ 0。下面我们要证上式中的等号不能成立。

若能引进一函数 ũ(x, y, z) 使 w = u− ũ 在点 (x0, y0, z0) 附近仍成立 w(x, y, z) ≥ w(x0, y0, z0)，而函
数 ũ(x, y, z) 在点 (x0, y0, z0) 处的方向导数 ∂ũ

∂ν
> 0，那么由于在点 (x0, y0, z0) 处有 ∂u

∂ν
− ∂ũ

∂ν
= ∂w

∂ν
≥ 0，于

是就有 ∂u
∂ν

≥ ∂ũ
∂ν

> 0。事实上，取 ũ = εv + u(x0, y0, z0) 使得函数 ũ(x, y, z) 的图像能插入函数 u(x, y, z) 的图
像与高度为 u(x0, y0, z0) 的超平面之间。显然，在 (x0, y0, z0) 点函数 v 应取其极小值 0 且 ∂v

∂ν
> 0，并在该点附近

成立 εv + u(x0, y0, z0) < u。函数 v 可以有多种选取方式。为了运算的方便，我们将使它的形式尽可能地简单。于是，取

v 是变量 r 的函数 (r =
√
x2 + y2 + z2)，即取 v(x, y, z) = e−a(x2 +y2 +z2 ) − e−aR2

，其中 a 为待定的正常数。

则它满足
(1) 在球面 x2 + y2 + z2 = R2 上 v = 0；
(3) v 沿球的半径方向的导数 du

dr
存在，且 r > 0 时 dv

dr
< 0，即 v 是 r 的减函数。因为 vx = ∂v

∂r
rx，从而

∇v = dv
dr

(rx, ry , rz) = dv
dr

( x
r
, y
r
,
z

r
) = dv

dr
r⃗，故在球面 x2 + y2 + z2 = R2 上，r⃗ = n 且

∂v

∂ν
= ∇v · ν =

dv

dr
r⃗ · ν =

dv

dr
cos(ν, r⃗) > 0;
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§4 强极值原理、第二边值问题解的唯一性

1. 强极值原理

(2) 在同心球壳所围成的闭区域 D : R2

4 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ R2 内 v 具有二阶连续偏导数且二阶偏导数为

∂2v

∂x2
= (−2a + 4a2

x
2)e−a(x2 +y2 +z2 )

,
∂2v

∂y2
= (−2a + 4a2

y
2)e−a(x2 +y2 +z2 )

,

∂2v

∂z2
= (−2a + 4a2

z
2)e−a(x2 +y2 +z2 )

.

因此 ∆v = {−6a+ 4a2(x2 + y2 + z2)}e−a(x2 +y2 +z2 )。由于在 D 上 x2 + y2 + z2 ≥ R2

4 ，取 a 适当大使

得 a > 6
R2 ，则有 ∆v > 0.

这样 v(x, y, z) 就取定，取定之后，则当 ε > 0 足够小时，函数 ũ = εv + u(x0, y0, z0) 就是我们要找的函

数。事实上，在 (x0, y0, z0) 点 ∂ũ
∂ν

= ε ∂v
∂ν

> 0 显然满足，只需证当 ε > 0 足够小时，在区域 D 上成立

w(x, y, z) = u − εv − u(x0, y0, z0) ≥ w(x0, y0, z0) = 0.

由于在 D 中 ∆w = ∆u − ∆ũ = −∆ũ < 0，因此函数 w 在 D 内取不到其最小值。这是因为，假设

M0 = (x0, y0, z0) ∈ D 是 w 的最小值点，令 M = (x, y, z)，则

∇w = Dw =
(
∂w

∂x
,
∂w

∂y
,
∂w

∂z

)
, D

2
w =


∂2w
∂x2

∂2w
∂x∂y

∂2w
∂x∂z

∂2w
∂y∂x

∂2w
∂y2

∂2w
∂y∂z

∂2w
∂z∂x

∂2w
∂z∂x

∂2w
∂z2

 ,

数学物理方程 (谷超豪 李大潜 陈恕行 郑宋穆 谭永基) 181/ 249



第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§4 强极值原理、第二边值问题解的唯一性

1. 强极值原理

且 D2w(M0) 是对称矩阵。又因为 M0 是最小值点，于是 ∇w(M0) = 0, D2w(M0) ≥ 0，即 D2w(M0) 是对称正

定矩阵，所以存在矩阵 P (P−1 = PT ) 使得

P
T
D

2
w(M0)P =


λ1 · ·

· λ2 ·

· · λ3

 , λi ≥ 0, i = 1, 2, 3.

再由泰勒展开知

0 ≤ u(M) − u(M0) =∇w(M0) · (M − M0) +
(M − M0)TD2w(M0)(M − M0)

2!
+ o

(
|M − M0|2

)
=

(M − M0)TD2w(M0)(M − M0)
2!

+ o

(
|M − M0|2

)
,

于是 ∆w(M0) = tr

(
D2w(M0)

)
= λ1 + λ2 + λ3 ≥ 0 与 ∆w < 0 矛盾，故在 D 内不能取到其最小值。在球面

ΓR : x2 + y2 + z2 = R2 上 w(x, y, z) = 0；在球面 Γ R

2
: x2 + y2 + z2 = R2

4 上，v 是常值，球面 Γ R

2
是有界闭

集，u 连续，故 u 在 Γ R

2
上取得最大最小值，所以 min

Γ R
2

u(M) := m > u(M0)，从而取 0 < ε <
m − u(M0)
v( R2 )

可使

w(M) = u(M) − εv( R2 ) − u(M0) > 0。这样在整个区域 D 上都有 w(x, y, z) ≥ 0，这就是要证明的。定理证毕。
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§4 强极值原理、第二边值问题解的唯一性

1. 强极值原理

由上述对于球的强极值原理，可以得到一些更一般区域的强极值原理。

定理 4.2

设区域 Ω 具有下述性质：对 Ω 的边界 Γ 上的任一点 M，都可作一个属于区域 Ω（连同其边界 Γ）的球 KM，使其在点
M 与 Γ 相切。如果不恒等于常数的调和函数 u(x, y, z) 在 Ω ∪ Γ 上连续，在边界点 M0 处取最小（最大）值，则只要它

在点 M0 处关于 Ω 的外法向导数 ∂u
∂n
存在，其值必是负（正）的。

证 对任一边界点 M0，由假设条件知，可取定一球 KM0，使它的所有内点都属于 Ω。由于调和函数 u(x, y, z)

不恒等于常数，根据极值原理，它不能在 Ω 的内点取到最小值，因此 u(x, y, z) 在 KM0 的所有内点上的知恒大于 u 在

点 M0 的值。由方向导数的定义知：
∂u
∂n

= lim
M→M0

u(M0) − u(M)
|MM0|

, ∂u
∂(−n) = lim

M→M0

u(M) − u(M0)
|MM0|

= − ∂u
∂n
。

在定理 4.1 中取 ν = −n，则有 ∂u
∂ν

(M0) = ∂u
∂(−n) (M0) > 0，故 ∂u

∂n
(M0) < 0。最大值同理可证。定理证毕。

注：定理 4.1 和定理 4.2 所表达的强极值原理又称为霍普夫（Hopf）极值原理。
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§4 强极值原理、第二边值问题解的唯一性

2. 第二边值问题解的唯一性

上端得到的强极值原理可以用来研究调和方程的第二边值问题的解的唯一性。现在研究调和方程(1.1)的诺伊曼内问题。

容易看出此问题的解如果存在，那么就不会唯一。因为如果 u 是诺伊曼内问题的解，那么 u+ c 也必是同一诺伊曼内问题的

解，其中 c 为任意的常数。但我们可以证明下面的结论。

定理 4.3

如果区域 Ω 的边界 Γ 满足定理 4.2 中的条件，那么同一个诺伊曼内问题的解彼此间只能相差一个常数。也就是说，诺伊曼内
问题的解除去一常数外是唯一的。

证 设 u1(x, y, z) 和 u2(x, y, z) 在 Ω 内都是调和函数，在 Ω ∩ Γ 上连续，而且在 Γ 上满足同样的边界

条件： ∂u1
∂n

= ∂u2
∂n

= f，那么函数 u = u1 − u2 在 Ω 内也是调和函数，在 Ω ∩ Γ 上连续，而且在 Γ 上 ∂u
∂n

= 0。

如果函数 u 不恒等于常数，则由极值原理，知其最小值必在 Γ 上达到，再由定理 4.2，在 u 取最小值的点处导数 ∂u
∂n

就不能等于零，从而导致矛盾。因此 u 必等于一个常数。定理证毕。
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§4 强极值原理、第二边值问题解的唯一性

2. 第二边值问题解的唯一性

现在我们来讨论诺伊曼外问题的唯一性。设区域 Ω 的边界 Γ 具有这样的性质：在其上每一点均可作一完全落在 Ω

外（即在外部区域 Ω′ 中）且于 Γ 相切的球，则称 Ω 满足外切球条件。

定理 4.4

设区域 Ω 满足外切球条件，则方程(1.1)的诺伊曼外问题的解如果存在，必是唯一的。

证 如果同一诺伊曼外问题有两个解 u1, u2，令 v = u1 − u2，则 v 满足边界条件 ∂v
∂n′ |Γ = 0（n′ 为区域

Ω′ 的单位外法线方向），在区域 Ω′ 中为调和，在 Ω′ ∩ Γ 上连续，且在无穷远处一致地趋于零。据此可以证明 v ≡ 0。

事实上，对任一点 P ∈ Ω′，由于 v 在无穷远处的极限为零，故对任意给定的 ε > 0，必可找到充分大的 R，使在以 R

为半径的球面 ΓR : r = R 上恒有 |v| ≤ ε。由于在由 Γ 及 ΓR 所围成的区域 ΩR 上函数 v 只能在球面 r = R 上

取到极值，v 不能在 ΩR 内部取到极值，再按定理 4.2，它又不能在 Γ 上取到极值，所以 v 的极值只能在球面 r = R

上取到。因此在 ΩR 上任一点都有 |v| ≤ ε，从而 |v(P )| ≤ ε。由于 ε 可以任意小，故 v(P ) = 0，而由于 P 是 Ω′

中任意点，因此在整个 Ω′ 上，必有 v ≡ 0。由此得到解的唯一性。定理证毕。

数学物理方程 (谷超豪 李大潜 陈恕行 郑宋穆 谭永基) 185/ 249



第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§4 强极值原理、第二边值问题解的唯一性

3. 用能量积分法证明边值问题的解的唯一性

我们已经用极值原理和强极值原理分别证明了调和方程第一边值问题解与第二边值问题的解的唯一性。如局限于讨论

C2(Ω) ∩ C1(Ω̄) 中的调和函数，可以利用能量积分方法更简洁地证明这两类边值问题的解的唯一性。

在有界区域 Ω 上的泊松方程的第一或第二边值问题的解的唯一性可以归结为讨论 Ω 中的调和函数

u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄)，在边界 Γ 上分别满足 u = 0 或 ∂u
∂n

= 0 是的性态，即如下的两个问题

 ∆u = 0,

u|Γ = 0.

 ∆u = 0,

∂u
∂n

|Γ = 0.

我们已知，对调和函数 u，能量积分（总位能）为

E(u) =
1
2

y
Ω

[(
∂u

∂x

)2
+
(
∂u

∂y

)2
+
(
∂u

∂z

)2]
dxdydz

=
1
2

y
Ω

[
∂

∂x

(
u
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
u
∂u

∂y

)
+

∂

∂z

(
u
∂u

∂z

)
− u∆u

]
dxdydz.

由于 u 为调和函数，并利用格林公式（用此公式就要求 u ∈ C1(Ω̄)）可得

E(u) =
1
2

x
Γ

u
∂u

∂n
dS.
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§4 强极值原理、第二边值问题解的唯一性

3. 用能量积分法证明边值问题的解的唯一性

在讨论第一边值问题唯一性时，成立 u|Γ = 0；在讨论第二边值问题时，成立 ∂u
∂n

|Γ = 0。因此总是成立

E(u) = 0，从而，在 Ω 中成立

∂u

∂x
=
∂u

∂y
=
∂u

∂z
= 0,

即 u ≡ C(常数)。

对第二边值问题，上式已经意味着满足同一泊松方程第二边值问题的解最多只能相差一个常数，即在允许相差一个常数

意义下，解是唯一的。

对于第一边值问题，由于在边界 Γ 上成立 u = 0，因此只能成立 u = 0，这就证明了泊松方程第一边值问题的

C2(Ω) ∩ C1(Ω̄) 解是唯一的。

注：通常只要求泊松方程的第一边值问题的经典解为 C2(Ω) ∩C0(Ω̄) 函数，这里尚不能得出在 C2(Ω) ∩C0(Ω̄) 函数类

中解的唯一性。
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§1 二阶线性方程的分类

1. 两个自变量的方程

我们首先研究含两个自变量的二阶线性方程，前面遇到的一维热传导方程、弦振动方程以及二维调和方程都是其特例。

一般来说，方程所含的自变量越多，处理起来也越复杂。先从含两个自变量的方程入手。

记 (x, y) 为自变量，一般的二阶线性方程总可以写成

a11uxx + 2a12uxy + a22uxy + b1ux + b2uy + cu = f, (1.1)

这里 a11, a12, a22, b1, b2, c 以及 f 都是变量 x, y 在某一区域 Ω 上的实函数，并通常假设它们适当光滑，例如连续可

导。我们希望通过适当的自变量的变换与未知函数的线性变换使方程(1.1)简化，并在此基础上对方程进行分类。

自变量的变换: 方程(A) 自变量的变换⇐=======⇒
可逆的自变量变换

方程(B)

未知函数的变换: 方程(A) 未知函数的变换⇐========⇒
可逆的未知函数变换

方程(B)

如果方程 (B) 的形式比方程 (A) 的形式简单，那么直接研究方程 (B) 就比较方便。
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§1 二阶线性方程的分类

2. 两个自变量的二阶线性方程的化简

对方程(1.1)在区域 Ω 中某点 (x0, y0) 的附近简化。作自变量的变换

ξ = ξ(x, y), η = η(x, y). (1.2)

假设变换(1.2)二阶连续可导，且使函数行列式

D(ξ, η)
D(x, y)

=

∣∣∣∣∣∣ ξx ξy

ηx ηy

∣∣∣∣∣∣ (1.3)

在点 (x0, y0) 不等于零。根据隐函数存在定理，在点 (x0, y0) 附近变换(1.2)是可逆的。于是方程(1.1)可化为关于自变量

ξ, η 的偏微分方程

ā11uξξ + 2ā12uξη + ā22uηη + b̄1uξ + b̄2uη + c̄u = f̄ . (1.4)
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§1 二阶线性方程的分类

2. 两个自变量的二阶线性方程的化简

计算可得

ux(x, y) =
(
u(ξ(x, y), η(x, y))

)
x

= uξξx + uηηx,

uxx =
(
uξξx + uηηx

)
x

= uξξξ
2
x + uξξxx + uηηη

2
x + uηηxx.

其他类似可算，于是有

ux = uξξx + uηηx,

uy = uξξy + uηηy ,

uxx = uξξξ
2
x + uξξxx + uηηη

2
x + uηηxx,

uxy = uξξξxξy + uξη(ξxηy + ξyηx) + uηηηxηy + uξξxy + uηηxy ,

uyy = uξξξ
2
y + uξξyy + uηηη

2
y + uηηyy .

(1.5)

又因为 uξη = uηξ，故方程(1.4)中的 ā11, ā12, ā22 为
ā11 = a11ξ

2
x + 2a12ξxξy + a22ξ

2
y ,

ā12 = a11ξxηx + a12 (ξxηy + ξyηx) + a22ξyηy ,

ā22 = a11η
2
x + 2a12ηxηy + a22η

2
y .

(1.6)
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§1 二阶线性方程的分类

2. 两个自变量的二阶线性方程的化简

设法取变换(1.2)，使方程(1.4)的二阶偏导数项化成最简单的形式。注意到(1.6)中的第一式和第三式的形式完全相同，

因此，如果能选择方程

a11φ
2
x + 2a12φxφy + a22φ

2
y = 0 (1.7)

的两个函数无关的解 φ = φ1(x, y) 及 φ = φ2(x, y)，取

 ξ = φ1(x, y),

η = φ2(x, y),

则方程(1.4)中的系数 ā11, ā22 就变为零。这样，(1.4)式就较(1.1)式大为简化了。

关于 φ 的一阶偏微分方程(1.7)的求解问题可转化为求常微分方程在 (x, y) 平面上的积分曲线问题：

a11dy
2 − 2a12dxdy + a22dx

2 = 0. (1.8)

事实上， φ(x, y) = c ⇒ φxdx + φydy = 0 不妨设====⇒
φy ̸=0

φx

φy
= −

dy

dx
,

所以代入方程(1.7)有
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§1 二阶线性方程的分类

2. 两个自变量的二阶线性方程的化简

(
a11

(
φx

φy

)2
+ 2a12

φx

φy
+ a22

)
φy

2 = 0 ⇒ a11

(
−
dy

dx

)2
− 2a12

dy

dx
+ a22 = 0

⇒ a11dy
2 − 2a12dxdy + a22dx

2 = 0.

补充定理：设 φ2
x + φ2

y ̸= 0，则函数 z = φ(x, y) 是(1.7)的解的充要条件是函数 φ(x, y) = c 是方程(1.8)的

通积分（积分曲线），c 为任意常数。

于是，设 φ1(x, y) = c 是方程(1.8)的一族积分曲线，则 z = φ(x, y) 就是方程(1.7)的一个解。称方程(1.8)的

积分曲线为方程(1.1)的特征线，称方程(1.8)为特征方程。

下面求方程(1.8)的积分曲线，将方程(1.8)分解成两个方程


dy

dx
=
a12 +

√
a2

12 − a11a22

a11
, (1.9a)

dy

dx
=
a12 −

√
a2

12 − a11a22

a11
. (1.9b)
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§1 二阶线性方程的分类

2. 两个自变量的二阶线性方程的化简

(1) 在点 (x0, y0) 附近 ∆ = a2
12 − a11a22 > 0。此时方程(1.9a)和(1.9b)右端取相异的实值，故(1.8)的积分

曲线为两族不同的实曲线，φ1(x, y) = c 和 φ2(x, y) = c。假设 φ1x, φ1y , φ2x, φ2y 均不同时为零，则变换

ξ = φ1(x, y), η = φ2(x, y) (1.10)

是可逆变换，这是因为

φ1x

φ1v
= −

dy1

dx
= −

a12 +
√
a2

12 − a11a22

a11
,

φ2x

φ2y
= −

dy2

dx
= −

a12 +
√
a2

12 − a11a22

a11
,

而 ∆ > 0，因此 φ1x
φ1y

̸= φ2x
φ2y
，即变换(1.10)导出的行列式 D(φ1,φ2 )

D(x,y) ̸= 0。此时 ā11, ā22 都为零。然而，二阶方程不可

能经过可逆变换变成一阶方程，故 ā12 ̸= 0。于是，方程(1.4)化为

uξη = Auξ + Buη + Cu + D, （双曲型方程的第一标准形式） (1.11)

其中 A,B,C,D 为 ξ, η 的函数。
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§1 二阶线性方程的分类

2. 两个自变量的二阶线性方程的化简

再作自变量的变换 ξ = 1
2 (s + t), η = 1

2 (s − t)，

则方程(1.1)进一步化为

uss − utt = A1us + B1ut + C1u + D1. （双曲型方程的第二标准形式） (1.12)

(2) 在点 (x0, y0) 附近 ∆ = a2
12 − a11a22 = 0，且 a11, a12, a22 不全为零。此时(1.7)化为完全平方

(
√
a11φx +

√
a22φy)2 = 0,

故特征线只有一族，记为 φ1(x, y) = c。令 ξ = φ1(x, y)，则 ā11 = 0。又由于 ∆ = 0，

ā12 = a11ξxηx + a12 (ξ1ηy + ξyηx) + a22ξyηy

= (
√
a11ξx +

√
a22ξy) (

√
a11ηx +

√
a22ηy) = 0

因此 ā11 = ā12 = 0, ā22 ̸= 0。任取一函数 η = φ2(x, y)（最简单的形式是 η(x, y) = x），使 φ1, φ2 函数无关，则

通过变换(1.10)，方程(1.1)就化为

ā22uηη = Auξ + Buη + Cu + D.
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§1 二阶线性方程的分类

2. 两个自变量的二阶线性方程的化简

两端同除 ā22，得到

uηη = A1uξ + B1uη + C1u + D1. (1.13)

再作未知函数的线性变换

v = ue
− 1

2

r
η

η0
B1 (ξ,τ)dτ

(
⇒ u = ve

1
2

r
η

η0
B1 (ξ,τ)dτ

)
就得到关于 v 的方程

vηη = A2vξ + C2v + D2. （抛物型方程的标准形式） (1.14)

(3) 在点 (x0, y0) 附近 ∆ = a2
12 − a11a22 < 0。此时没有实的特征线，方程(1.8)的通积分只能是复函数。假设

φ(x, y) = φ1(x, y) + iφ2(x, y) = c

是(1.9a)的一个通积分，则 φx, φy 不同时为零且

−
φx

φy
=
dy

dx
=
a12 ±

√
a2

12 − a11a22

a11
⇒ a11φx = −

(
a12 ±

√
a2

12 − a11a22

)
φy .
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§1 二阶线性方程的分类

2. 两个自变量的二阶线性方程的化简

于是 z = φ(x, y) 满足

a11φ
2
x + 2a12φxφy + a22φ

2
y = 0.

作变换

ξ = Reφ(x, y) = φ1(x, y),

η = Imφ(x, y) = φ2(x, y).
(1.15)

可以证明 φ1(x, y) 和 φ1(x, y) 是函数无关的。事实上，因为 φ(x, y) = c 满足(1.9a)，故

a11φx = −
(
a12 + i

√
a11a22 − a2

12

)
φy (1.16)

把实部及虚部分开，得到

 a11ξx = −a12ξy +
√
a11a22 − a2

12ηy

a11ηx = −a12ηy −
√
a11a22 − a2

12ξy

(1.16’)

数学物理方程 (谷超豪 李大潜 陈恕行 郑宋穆 谭永基) 197/ 249



第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§1 二阶线性方程的分类

2. 两个自变量的二阶线性方程的化简

由于 a11 ̸= 0（否则 ∆ 不会小于零），成立

∣∣∣∣∣∣ ξx ξy

ηx ηy

∣∣∣∣∣∣ =

√
a11a22 − a2

12

a11

(
ξ

2
y + η

2
y

)
̸= 0

否则 ξy = ηy = 0，再由 (1.16′) 推出 ξx = ηx = 0，从而 φx = φy = 0，与假设不符。因此 φ1, φ2 函数无关。

由于 ξ + iη 满足(1.7)，代入将实部及虚部分开，得到

a11ξ
2
x + 2a12ξ4ξy + a22ξ

2
y = a11η

2
x + 2a12ηxηy + a22η

2
y ,

a11ξxξy + a12
(
ξ, ηy + ξ̇yηx

)
+ a22ξyηy = 0.

于是(1.1)化为

uξξ + uηη = Auξ + Buη + Cu + D. （椭圆型方程的标准形式） (1.17)
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§1 二阶线性方程的分类

3. 方程的分类

我们看到，两个自变量的二阶线性方程通过自变量的可逆变换能够化成哪种标准形，要看二次型

Q(l,m) = a11l
2 + 2a12lm + a22m

2

的代数性质如何来定，或者说，由 l,m 平面上的二次曲线 Q(l,m) = 1 的性质决定。由于方程 Q(l,m) = 1 所确定的

二次曲线可以是一个椭圆、一个双曲线或者一个抛物线，故定义方程(1.1)在一点的类型如下：

若方程(1.1)中二阶偏导数项的系数 a11, a12, a22 在区域 Ω 中某点 (x0, y0) 满足

∆ = a
2
12 − a11a22 > 0 ⇒ 方程在点 (x0, y0) 为双曲型的；

∆ = a
2
12 − a11a22 = 0 ⇒ 方程在点 (x0, y0) 为抛物型的；

∆ = a
2
12 − a11a22 < 0 ⇒ 方程在点 (x0, y0) 为椭圆型的。

如果方程在一区域 Ω 中的每点均为双曲型、抛物型或者椭圆型，就称方程在区域 Ω 中是双曲型、抛物型或椭圆型的。
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§1 二阶线性方程的分类

3. 方程的分类

如果点 (x0, y0) 为方程(1.1)的双曲型点或椭圆型点，则一定存在该点的一个邻域，使方程在这邻域内是双曲型或椭

圆型，因此在该点附近将方程化为标准形式。但是如点 (x0, y0) 为抛物型点，就不一定存在一个邻域，使方程在这邻域内是

抛物型的，因此并不能保证在该点附近可化成抛物型方程的标准形式。于是，由此可看出

弦振动方程 =⇒ 双曲型的 =⇒ 描述波的传播现象，对时间有可逆性；

一维热传导方程 =⇒ 抛物型的 =⇒ 反映了热的传导、物质的扩散等不可逆现象；

二维调和方程 =⇒ 椭圆型的 =⇒ 描述平衡或定常的状态。

有时候，某些方程在区域 Ω 的一部分是双曲型的，另一部分是椭圆型的，而在它们的分界线上是抛物型的。这样的方

程在区域 Ω 中称为混合型的。例如特里科米 (Tricomi) 方程

y
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (1.18)

在上半平面 y > 0 是椭圆型的，而在下半平面 y < 0 是双曲型的。当所考察的区域 Ω 包含轴 y = 0 上的某些线段时，

这方程在 Ω 中称为混合型的。在研究空气动力学中的跨音速流问题时，通常遇到混合型方程。
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§1 二阶线性方程的分类

4. 例

例 1 弦振动方程 utt − a2uxx = 0.

则该弦振动方程的特征方程为 dx2 − a2dt2 = 0,

特征线族为 x + at = c 及 x − at = c.

令 x1 = x
a
，就化成标准形式(1.12)。再作变换 ξ = x + at, η = x − at，即化成标准形式(1.11)

∂2u

∂ξ∂η
= 0.

利用这种标准形式，如第一章第二小节的行波法，可求得它的通解

u = φ(ξ) + ψ(η) = φ(x + at) + ψ(x − at), (1.19)

其中 φ,ψ 是两个任意的二阶连续可导函数。

数学物理方程 (谷超豪 李大潜 陈恕行 郑宋穆 谭永基) 201/ 249



第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§1 二阶线性方程的分类

4. 例

例 2 特里科米方程 y ∂
2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0.

特征方程为 ydy2 + dx2 = 0.

在椭圆型区域 y > 0 内，化为 dx ± i
√
ydy = 0,

故得通积分 x ± i 2
3 y

3
2 = c.

作变换 ξ = x, η = 2
3 y

3
2 ,

原方程化为

∂2u

∂ξ2
+
∂2u

∂η2
+

1
3η

∂u

∂η
= 0. (1.20)

在双曲型区域 y < 0 内化为 dx ±
√

−ydy = 0,

故得通积分 x ± 2
3 (−y)

3
2 = c.

作变换 ξ = x − 2
3 (−y)

3
2 , η = x + 2

3 (−y)
3
2 ,

原方程化为

∂2u

∂ξ∂η
−

1
6(ξ − η)

(
∂u

∂ξ
−
∂u

∂η

)
= 0. (1.21)
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§1 二阶线性方程的分类

5*. 多个自变量的方程的分类

多个自变量的二阶线性偏微分方程的一般形式

n∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂u

∂xi
+ cu = f, (1.22)

其中 aij , bi, c 及 f 是 n 维空间 (x1, x2, · · · , xn) 中某区域 Ω 上的适当光滑的函数，总可取 aij = aji。

两个自变量方程的分类：二次型为 A(λ) = a11λ
2
1 + 2a12λ1λ2 + a22λ

2
2，

∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣ = a11a22 − a
2
12 = −∆


> 0 椭圆型 ⇔ A(λ) 正定 (a11 > 0) 或负定 (a11 < 0)

= 0 抛物型 ⇔ A(λ) 退化

< 0 双曲型 ⇔ A(λ) 既不退化、又不正定或负定

这对应于二次型 A(λ) 的特征根，即方程

∣∣∣∣∣∣ a11 − λ a12

a21 a22 − λ

∣∣∣∣∣∣ = 0 (1.23)

的根为同号、有零根及异号的情形。
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§1 二阶线性方程的分类

5*. 多个自变量的方程的分类

多个自变量方程的分类：二次型为

A(λ) =
n∑

i,j=1

aijλiλj . (1.24)

∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+ · · · +
∂2u

∂x2
n

= 0 拉普拉斯方程=======⇒
二次型

A(λ) = λ
2
1 + · · · + λ

2
n（正定）

对应矩阵====⇒
特征根

同号

∂2u

∂t2
= a

2

(
∂2u

∂x2
1

+ · · · +
∂2u

∂x2
n

)
波动方程====⇒
二次型

A(λ) = λ
2
0 − a

2 (
λ

2
1 + λ

2
2 + · · · + λ

2
n

)
（不定）

对应矩阵====⇒
特征根

n 同 1 异

∂u

∂t
= a

2

(
∂2u

∂x2
1

+ · · · +
∂2u

∂x2
n

)
热传导方程======⇒
二次型

A(λ) = −a2 (
λ

2
1 + λ

2
2 + · · · + λ

2
n

)
（退化）

对应矩阵====⇒
特征根

有一特征根为零
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§1 二阶线性方程的分类

5*. 多个自变量的方程的分类

由此引入定义：设方程(1.22)在某点 P (x0
1, · · · , x0

n) 所对应二次型

A(λ) =
n∑

i,j=1

aij(P )λiλj

A(λ)正定或负定，即矩阵 (aij) 的特征根符号完全相同 ⇒ 方程在点 P 为椭圆型

A(λ)退化，即矩阵 (aij) 的特征根至少有一个为零 ⇒ 方程在点 P 为抛物型

A(λ)非退化非正（负）定，但矩阵 (aij) 的特征根有 n − 1 个同号 ⇒ 方程在点 P 为双曲型

A(λ)非退化非正（负）定，又不为双曲型且矩阵 (aij) 至少有两正和两负的特征根 ⇒ 方程在点 P 为超双曲型
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§2 二阶线性方程的特征理论

1. 特征概念

弱间断解： 对具有 n 个自变量的二阶方程，若有一函数 u 在某个 n 维区域内有一阶连续偏导数，且在此区域内

除了一个 (n− 1) 维光滑曲面 S（n = 2 时它是曲线）外，有二阶连续偏导数，并处处满足方程，同时 u 的二阶偏导数在

S 上的左右极限均存在（具有第一类间断），那么称 u 为方程的弱间断解。例如，波传播的波阵面就是弱间断面。

以弦振动方程为例。该方程的传播波解为 f1(x− at) 与 f2(x− at)。以右传播波为例，它在 x− at = C 的特

征线上为常数。因此，如果一右传播波 u = f(x − at) 在初始 t = 0 时取为

φ(x) =

 (x2 − 1)2, |x| ≤ 1,

0, |x| > 1,

则

φ
′(x) =

 4(x2 − 1)x, |x| ≤ 1,

0, |x| > 1,

数学物理方程 (谷超豪 李大潜 陈恕行 郑宋穆 谭永基) 206/ 249



第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§2 二阶线性方程的特征理论

1. 特征概念

φ
′′(x) =



12x2 − 4, |x| < 1

8, x = 1

0, x = −1

0, |x| > 1,

于是函数 φ(x) 在 x = ±1 处一阶导数连续、二阶导数有间断。相应的右传播波形式解为

u(x, t) =


[

(x − at)2 − 1
]2
, |x − at| ≤ 1,

0, |x − at| > 1,

它在 x− at = ±1 处有弱间断。上述解有物理意义，x− at = 1 和 x+ at = 1 这两条弱间断线恰好表示波的前阵面和

后阵面。

这个例子说明了弱间断线恰好是特征线，或者说弱间断沿特征线发生，弱间断沿特征线传播，等等。这个事实并非巧合，

而是反映了一个很重要的事实。下面我们将对一般的二阶线性方程来导出一个曲面（曲线）可能作为弱间断曲面（曲线）的条件，

并将满足此条件的曲面（曲线）称为特征曲面（特征线），或简称为特征。
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§2 二阶线性方程的特征理论

2. 特征方程

在 n 维空间 (x1, x2, · · · , xn) 的某区域 Ω 上，考察下面一般的二阶线性方程

n∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi
∂u

∂xi
+ cu = f, (2.1)

其中 aij , bi, c 及 f 为 (x1, x2, · · · , xn) 的已知连续函数。

在区域 Ω 中给定一个超曲面

S : φ(x1, x2, · · · , xn) = 0, (2.2)

其中 φ(x1, x2, · · · , xn) 具有二阶连续偏导数，且
n∑
i=1

(
∂φ

∂xi

)2
̸= 0 恒成立。问，在什么条件下超曲面 S 可以成为方

程(2.1)的某个弱间断面？改写提法，如果在 φ = 0 上给定函数 u 及其所有一阶偏导数的值，能不能利用这些值以及方

程(2.1)来唯一地决定 u 的二阶偏导数？显然

能唯一地在 S 上决定 u 的二阶偏导数 ⇐⇒ φ = 0 就不是某个弱间断解 u 的弱间断曲面。

(1) 考察 S 为坐标超平面 xn = 0。若在 S 上 u 及其一阶偏导数 ∂u
∂xi

(i = 1, . . . , n) 的值为已知的

(x1, . . . , xn−1) 的函数，则显然二阶偏导数 ∂2u
∂xi∂xj

= ∂
∂xj

(
∂u
∂xi

)
(i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , xn−1) 在 S 上的值可

以通过将 ∂u
∂xi

对 xj 求导而唯一决定。下面看
∂2u
∂x2

n

在 S 上的值。
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§2 二阶线性方程的特征理论

2. 特征方程

由方程(2.1)知，若 ann(x1, . . . , xn−1, 0) ̸= 0，就可以在 S 上唯一地决定出 ∂2u
∂x2

n

的值。若成立

ann|S = ann(x1, . . . , xn−1, 0) = 0, (2.3)

就不能在 S 上唯一地决定 ∂2u
∂x2

n

的值。因此，(2.3)就是坐标超平面 xn = 0 可能成为方程(2.1)的某个若间断解的若间断

面的条件。

(2) 回到一般的情形(2.2)。令 x0 = (x0
1, · · · , x0

n) 是 S 上任一点。因假设有

(
∂φ

∂x1
, · · · , ∂φ

∂xn

)∣∣∣
x=x0

̸= 0，

于是至少存在某个 j(1 ≤ j ≤ n)，使 ∂φ

∂xj

∣∣∣
x=x0

̸= 0。不妨设 j = n，令

 ξi = xi − x0
i (i = 1, · · · , n − 1),

ξn = φ(x1, · · · , xn),
(2.4)

则这个自变量变换，将 x0 变成 ξ 坐标中的原点，将 x0 在 S 上的一个邻域变换到 ξ 坐标中原点在 ξn = 0 上的一个

邻域，
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§2 二阶线性方程的特征理论

2. 特征方程

在 x0 点的雅可比行列式为

∣∣∣∣ D(ξ1, · · · , ξn)
D(x1, · · · , xn)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



1 0
... 0

0 1
... 0

...
... ... ...

0 0
... ∂φ

∂xn


n×n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∂φ∂xn ∣∣x=x0

∣∣∣∣ ̸= 0,

因而它是可逆变换。在坐标变换(2.4)下，有
∂u
∂xi

=
n∑
k=1

∂u
∂ξk

∂ξk
∂xi

,

∂2u
∂xi∂xj

=
n∑

k,l=1

∂2u
∂ξk∂ξl

∂ξk
∂xi

∂ξl
∂xj

+只包含 u 的一阶偏导数的项.

此时 u(x1, · · · , xn) = u(ξ1 + x0
1, · · · , ξn−1 + x0

n−1, xn) 约定= u(ξ1, · · · , ξn)，其中 xn 是由

ξn = φ(ξ1 + x0
1, · · · , ξn−1 + x0

n−1, xn) 解出来代入上式的。于是方程(2.1)就化为

n∑
k,l=1

n∑
i,j=1

aij
∂2u

∂ξk∂ξl

∂ξk

∂xi

∂ξl

∂xj
+ u 和 u 的一阶偏导数 =

n∑
k,l=1

ãkl
∂2u

∂ξk∂ξl
+ · · · = f, (2.5)
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§2 二阶线性方程的特征理论

2. 特征方程

其中

ãkl =
n∑

i,j=1

aij
∂ξk

∂xi

∂ξl

∂xj
. (2.6)

由(2.3)知，x0 在 S 上的邻域可能成为(2.1)的某个弱间断解的弱间断面的必要条件是

ãkl = (ξ1, · · · , ξn−1, 0) = 0,

即

n∑
i,j=1

aij
∂ξn

∂xi

∂ξn

∂xj

∣∣∣
ξn=0

= 0.

再利用变换(2.4)的最后一式，上式又可写为

n∑
i,j=1

aij
∂φ

∂xi

∂φ

∂xj

∣∣∣
ξn=0

= 0. (2.7)

就得到：在 S 上成立(2.7)式是 S 可能成为方程(2.1)的弱间断解的弱间断面的必要条件。如果在曲面 S 上成立(2.7)式，

就称 S 为方程(2.1)的特征曲面。
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§2 二阶线性方程的特征理论

2. 特征方程

对一固定的点 x，如果过该点的方向 l(α1, · · · , αn) 满足特征方程

n∑
i,j=1

aijαiαj = 0. (2.8)

则称 l 为此点 x 的特征方向。由于
(
∂φ

∂x1
, · · · , ∂φ

∂xn

)
表示超曲面 φ = 0 的法向，所以特征曲面也就是每点的法向为特

征方向的曲面。有是也称过一点以特征方向为法线方向的 n − 1 维超平面为该点的特征平面，称过这一点的所有由特征平面

包络所成的锥面为过此点的特征锥面。
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§2 二阶线性方程的特征理论

3. 例

假设

∑
α

2
i = 1, (2.9)

其中 αi 为特征方向的方向余弦。

例 1 a11
∂2u
∂x2 + 2a12

∂2u
∂x∂y

+ a22
∂2u
∂y2 + b1

∂u
∂x

+ b2
∂u
∂y

+ cu = f,

特征方程为 a11α
2
1 + 2a12α1α2 + a22α

2
2 = 0.

满足上述关系式的方向 (α1, α2) 为特征方向。该方程的特征线 φ(x, y) = 0 满足

a11φ
2
x + 2a12φxφy + a22φ

2
y = 0.

例 2 拉普拉斯方程 ∆u = ∂2u
∂x2

1
+ ∂2u

∂x2
2

+ · · · + ∂2u
∂x2

n

= 0.

则

aij =

 1, i = j,

0, i ̸= j.

特征方程：
n∑

i,j=1
aijαiαj =

n∑
i

α2
i = 0，与

∑
α2
i = 1 矛盾，因此拉普拉斯方程没有实的特征方向。
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§2 二阶线性方程的特征理论

3. 例

例 3 ∂2u
∂t2 = a2

(
∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2

)
，其特征方程为

α
2
0 = a

2(α2
1 + α

2
2).

由(2.9)式知

α
2
0 + α

2
1 + α

2
2 = 1.

因此

α2
0

1 − α2
0

= a
2 或 α0 = ±

a√
1 + a2

.

因此过任一点的特征方向与 t 轴的夹角为 arctan 1
a
，其方向余弦为

(
a√

1 + a2
,

cos θ√
1 + a2

,
sin θ√
1 + a2

)
,

其中 θ 是参数。这些特征方向的全体也构成一个锥面。
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§2 二阶线性方程的特征理论

3. 例

过一点 (x0, y0, t0) 作以此点的特征方向为法线方向的平面族

a(t − t0) + cos θ(x − x0) + sin θ(y − y0) = 0 (θ为参数).

将此平面族的方程关于 θ 求导可得

− sin θ(x − x0) + cos θ(y − y0) = 0.

结合上面两个式子
[
a(t − t0)

]2
=
[

− cos θ(x − x0) − sin θ(y − y0)
]2

=
[

cos θ(x − x0) + sin θ(y − y0)
]2
,

0 =
[

− sin θ(x − x0) + cos θ(y − y0)
]2
,

可得

a
2(t − t0)2 = cos2

θ
(

(x − x0)2 + (y − y0)2) + sin2
θ
(

(x − x0)2 + (y − y0)2)
= (x − x0)2 + (y − y0)2

,

它就是过点 (x0, y0, t0) 的特征锥面。
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§2 二阶线性方程的特征理论

3. 例

例 4 热传导方程 ∂u
∂t

= a2
(
∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 + ∂2u
∂z2

)
，其特征方程为

α
2
1 + α

2
2 + α

2
3 = 0.

又由(2.9)式知

α
2
0 + α

2
1 + α

2
2 + α

2
3 = 1.

故 α2
0 = 1。因此特征曲面为超平面 t = const。

注 热传导方程的柯西问题的初始条件恰好给在特征面 t = 0 上，但对波动方程的柯西问题来说，其初始平面 t = 0

为非特征面。
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§3 三类方程的比较

1. 线性方程的叠加原理

算子 L 线性，是指满足可加性条件

L[C1u1 + C2u2] = C1L[u1] + C2L[u2], (3.1)

其中 C1, C2 是任意给定的常数。

算子 L 是线性微分算子，则方程 Lu = f 称为线性微分方程。特别地，当 f ≡ 0 时方程 Lu = 0 称为齐次的。

叠加原理 I（有限叠加）设 ui 满足线性方程（或线性定解条件）

Lui = fi (i = 1, · · · , n),

则称它们的线性组合 u =
n∑
i=1

Ciui（其中 C1, · · · , Cn 为任意给定的常数）必满足方程（或定解条件）

Lu =
n∑
i=1

Cifi.

特别地，当 ui(i = 1, · · · , n) 满足齐次方程（或齐次定解条件）时，u 也满足此齐次方程（或齐次定解条件）。
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§3 三类方程的比较

1. 线性方程的叠加原理

叠加原理 II（无穷可列项叠加）设 ui 满足线性方程（或线性定解条件）

Lui = fi (i = 1, 2, · · · ),

又假设它们的线性组合 u =
∞∑
i=1

Ciui 有意义且微分与求和能交换顺序，那么 u 满足方程（或定解条件）

Lu =
∞∑
i=1

Cifi.

特别，当 ui(i = 1, 2, · · · ) 满足齐次方程（或齐次定解条件）时，u 也满足此齐次方程（或齐次定解条件）。

叠加原理 III（不可列，积分形式）设 u(M,M0) 满足线性方程（或线性定解条件）

Lu = f(M,M0),

其中 M0 为参数。又假设 U(M) =
w
u(M,M0)dM0 有意义与微分与积分能交换顺序，那么 U(M) 满足方程（或定解

条件）

LU =
w
f(M,M0)dM0.

特别，当 u 满足齐次方程（或齐次定解条件）时，U 也满足此齐次方程（或齐次定解条件）。
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§3 三类方程的比较

1. 线性方程的叠加原理

注 1 本文第一章介绍的分离变量法和齐次化原理、第二章介绍的傅里叶变换法与第三章介绍的格林函数法，都利用了

叠加原理。

注 2 对非线性方程（或者是线性方程具有非线性定解条件）的情形，叠加原理不成立。
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§3 三类方程的比较

2. 解的性质的比较

(1) 解的光滑性

一维波动方程（弦振动方程）：从达朗贝尔公式知

u(t, x) =
1
2

[
φ(x − at) + φ(x + at)

]
+

1
2a

w
x+at

x−at
ψ(ξ)dξ,

如初始条件 u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x) 中 φ(x) ∈ C2, ψ(x) ∈ C1 且 φ(x) 的三阶导数不存在，则解的三阶

偏导数也不存在。高维波动方程，从泊松公式也可看到类似的事实。即波动方程解的光滑性一般不会超过初始条件的光滑性。双

曲型方程描写的是波的传播现象，在波的传播中，可以将一定的弱间断性保留下来，因而其解就可能不很光滑。

热传导方程：具有能迅速地趋于平衡的特点，解的表示式为

u(t, x) =
1

2a
√
πt

w +∞

−∞
φ(ξ)e− (x−ξ)2

4a2 t dξ,

只要初始条件 φ(x) 连续有界，解 u(t, x) 在 t > 0 时无穷可微；当 t 固定时，解关于空间变量是解析函数。

拉普拉斯方程：描述平衡与稳定状态，任何连续解在解的定义域内都是解析函数。

注： 方程带有非齐次项或者是变系数的时候，解的光滑性还要受到系数与非齐次项的光滑性的影响。
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§3 三类方程的比较

2. 解的性质的比较

(2) 解的极值性质

拉普拉斯方程：它的解反映已处于稳定状态的物理量，因而当解不是常数时，在内部不能取极值；同时，其边界的各部分原则上

没有本质的区别，极值可能在边界上任一处达到。

热传导方程：热量的传播速度很快，初始时如内部有极值，那么在 t > 0 时内部极值迅速消失，因而区域内部的最大值不能超

过区域抛物边界上的最大值。

波动方程：波的传播可以相互叠加，扰动增大的现象往往会在叠加时出现，因此通常没有极值性质。

(3) 影响区域与依赖区域

波动方程：波传播现象具有一定的传播速度，一点的影响区域为以该点的为顶点向上作出的特征锥内部（三维时为锥的表面），决

定特征锥斜度的 a 就是波的传播速度；一点的依赖区域是以该点为顶点向下作出的特征锥与平面 t = 0 所交的圆（或球面）。

热传导方程：热传导现象进性的非常迅速，一点的影响区域是该点以上的整个上半平面（无限区域）；一点的依赖区间是整个直

线（平面）t = 0。

拉普拉斯方程：它是定常状态或平衡状态，没有传播速度。而根据调和函数的解析性定理知，在曲面 Γ 上任意小的部分 Γi

给出边界值，它的影响区域必是全部区域 Ω。
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§3 三类方程的比较

2. 解的性质的比较

(4) 关于时间的反演

一个物理状态，其变化过程为可逆的是指：

t1 : 状态 A
按某种规律变化⇐=======⇒
沿相反的变化过程

t2 : 状态 B.

物理状态的可逆过程在数学上反映为所归结出来的方程关于时间变量 t 是否是对称的，即以 −t 代替 t 后方程是

否不变。

拉普拉斯方程：没有出现时间变量，因此不会产生关于时间的反演问题。

波动方程：波的传播是一个可逆过程。事实上，以 u(x, t) 表示描写波的传播过程，它满足方程

∂2u

∂t2
= a

2 ∂
2u

∂x2

t = 0 : u(x, 0); t = t0 : u(x, t0)。考察从 t0 是状态 u(x, t0) 沿原来变化过程的逆向过程能否回到 t = 0 时的

状态 u(x, 0)，只要在 t ≤ t0 时求解下面的定解问题：
∂2u
∂t2 = a2 ∂2u

∂x2 ,

u|t=t0 = u(x, t0),

∂u
∂t

∣∣
t=t0

= ut(x, t0),

(3.2)

并看它在 0 ≤ t ≤ t0 时的状态是否与原来状态 u(x, t) 相符就行了。

数学物理方程 (谷超豪 李大潜 陈恕行 郑宋穆 谭永基) 222/ 249



第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§3 三类方程的比较

2. 解的性质的比较

令 t′ = t0 − t，则 t = t0 − t′，u(x, t) = u(x, t0 − t′) = ũ(x, t′)。于是

∂ũ(x, t′)
∂t′

=
∂u(x, t0 − t′)

∂t′
= −

∂u(x, t0 − t′)
∂t

= −
∂u(x, t)
∂t

, · · ·

则上面的问题就化为在 t′ ≥ 0 时求解 
∂2 ũ
∂t′ 2 = a2 ∂2 ũ

∂x2 ,

ũ|t′ =0 = u(x, t0),

∂ũ
∂t′

∣∣
t′ =

= −ut(x, t0),

(3.3)

从而，上述问题的解为

ũ(x, t′) = u(x, t0 − t
′) = u(x, t). (3.4)

因此，波的传播状态从 t′ = 0(t = t0) 变化到 t′ = t0(t = 0) 的过程 ũ(x, t′) 相当于 u(x, t) 从 t = t0 变化到

t = 0 的过程，即 ũ(x, t′) 是 u(x, t) 的逆变化过程。

热传导方程：热传导现象不是可逆的过程。事实上，以 u(x, t) 表示描写热传导过程的函数，它满足热传导方程

∂u

∂t
− a

2 ∂
2u

∂x2
= 0,
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§3 三类方程的比较

2. 解的性质的比较

那么 ũ(x, t′) = u(x, t0 − t′) 满足

∂ũ

∂t
+ a

2 ∂
2ũ

∂x2
= 0,

与原来的热传导方程不同。与此相应的是对热传导方程在区域 t < 0 内求解柯西问题通常是不适定的。在物理学中这是明显

的，因为热传导方程所描述的物理现象如传导、扩散等都是由高到低、由密到稀的单向变化，这种过程是不可逆的。

(5) 解的渐近性态

拉普拉斯方程：与时间无关，因此没有渐近性态。

波动方程：齐次第一类或第二类初边值问题，如一维情况第一类初边值问题解的表达式

u(x, t) =
∞∑
k=1

(
Ak cos

kπa

l
t + Bk sin

kπa

l
t

)
sin

kπ

l
x

含有 cos kπa
l
t 和 sin kπa

l
t 的三角级数，解并不衰减，但是对 n ≥ 2 个空间变量的初值问题，如三维情况解的表达式为

u(x, y, z, t) =
∂

∂t

( 1
4πa2t

x
SM
at

φdS

)
+

1
4πa2t

x
SM
at

ψdS,

当初值具有紧支集时，t → ∞，解以 t−1 的衰减率趋于零。事实上，n ≥ 2 个空间变量时，解及其偏导数会以 t− n−1
2 的

衰减率趋于零。
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§3 三类方程的比较

2. 解的性质的比较

热传导方程：齐次第一类或第二类初边值问题，如一维情况第一类初边值问题解的表达式为

u(x, t) =
∞∑
k=1

Ake
−a2λkt sin

√
λkx(≤ Ce

−a2λ1t),

解以指数衰减率趋于它的平衡状态，而对初值问题，n ≥ 1 个空间变量解的表达式为

u(x, t) =
( 1

2a
√
πt

)nw
Rn
φ(ξ)e− (x−ξ)2

4a2 t dξ,

解以 t− n

2 衰减率趋于零。
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§3 三类方程的比较

3. 定解问题提法的比较

椭圆型方程：只有边界条件没有初始条件，故一般不提柯西问题与初边值问题。

抛物型方程：初始条件有一个，也可以有边界条件，可以提柯西问题与初边值问题。

双曲型方程：初始条件有两个，也可以有边界条件，也可以提柯西问题与初边值问题。

如弦振动方程、一个空间变量的热传导法方程与两个自变量的调和方程

∂2u

∂x2
−
∂2u

∂y2
= 0,

∂2u

∂x2
−
∂u

∂y
= 0,

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, (3.5)

在 Oxy 平面区域 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b 上的一些定解问题中定解条件的提法可用图 4.1 表示
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§3 三类方程的比较

3. 定解问题提法的比较

问题：是否可以对调和方程提柯西问题与初边值问题，对弦振动方程与热传导方程提狄利克雷问题？

将初始资料 φ(i)(i = 1, · · · , N) 看作某个函数空间 Φ 中的元素，问题的解 u 也看成另一个函数空间 U 中的

元素。设函数空间 Φ 及 U 都可按某种方式规定一个距离，而形成一个距离空间。稳定性的要求：当 φ1, φ2 ∈ Φ 的距离

ρ(φ1, φ2) 充分小时，相应的解 u1, u2 ∈ U 的距离 ρ(u1, u2) 也充分小。函数空间通常取 C0, Ck, Hk，等等。这些空

间的距离分别定义为

max |φ1 − φ2|, max
1≤i≤k

|Di
φ1 − D

i
φ2|,

[w
Ω

∑
0≤i≤k

|Di
φ1 − D

i
φ2|2

dΩ

] 1
2
.

第一章波动方程柯西问题解的稳定性，取 Φ 中距离为 ∥φ1 − φ2∥H1 (Ω) + ∥ψ1 − ψ2∥L2 (Ω)，而取 U 中距离为

∥u1 − u2∥L2 (K)。在第二章及第三章讨论热传导方程柯西问题、初边值问题解的稳定性以及拉普拉斯方程狄利克雷问题解的

稳定性时，Φ,U 的距离均按连续模来度量。

不稳定的定解问题：反例 1：将 y 看出时间变量，考察拉普拉斯方程的初边值问题：

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, 0 < x < π, y > 0, (3.6)

u|y=0 = 0,

∂u
∂y

∣∣
y=0

= 1
nk

sinnx(n, k均为正整数),

u|x=0 = u|x=π = 0.

(3.7)
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§3 三类方程的比较

3. 定解问题提法的比较

分离变量法求得这个问题的解为

un(x, y) =
1

nk+1
sinnx sinny.

可以证明定解问题的解是唯一的，但不是稳定的。事实上，方程(3.6)满足齐次初始条件与边界条件

u|y=0 =
∂u

∂y

∣∣
y=0

= u|x=0 = u|x=π = 0 (3.8)

的解 u0(x, y) ≡ 0。两者相比较，它们满足相同的边界条件，且当 n → ∞ 时，un 所满足的初始条件本身以及它的直到

k − 1 阶导数都一致地趋于 u0 所满足的齐次初始条件，但对应的解之差

un(x, y) − u0(x, y) =
1

nk+1
sinnx sinny − 0 =

1
nk+1

sinnx sinny n→∞−→ ∞

不仅如此，令 Ω = (0, π) × (0, y)，当 n → ∞ 时，

∥un − u0∥2
L2 (Ω) =

w
y

0

w
π

0

( 1
nk+1

sinnx sinny
)2
dxdy =

π

8n2k+3
(sinh 2ny − 2ny) ↛ 0.

类似的例子可以说明拉普拉斯方程柯西问题的不稳定性。

反例 2： 弦振动方程的狄利克雷问题。

∂2u

∂ξ∂η
= 0, (3.9)
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§3 三类方程的比较

3. 定解问题提法的比较

在由 ξ = a, η = b，ξ 轴和 η 轴围成的矩形区域上考虑狄利克雷问题（图 4.2）

所给边界条件为 

u(ξ, 0) = f1(ξ) (0 ≤ ξ ≤ a),

u(0, η) = f2(η) (0 ≤ η ≤ b),

u(ξ, b) = f3(ξ) (0 ≤ ξ ≤ a),

u(a, η) = f4(η) (0 ≤ η ≤ b).

(3.10)

为使边界条件连续，还需 f1(0) = f2(0), f1(a) = f4(0), f3(0) = f2(b), f3(a) = f4(b)

等相容性条件按。方程(3.9)的通解为

u = f(ξ) + g(η),
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§3 三类方程的比较

3. 定解问题提法的比较

由(3.10)的前两个条件知

u(ξ, 0) = f1(ξ) = f(ξ) + g(0),

u(0, η) = f2(η) = f(0) + g(η).

所以

u(0, 0) = f1(0) = f2(0) = f(0) + g(0),

f(ξ) = f1(ξ) − g(0), g(η) = f2(η) − f(0).

从而解的表达式为

u = f1(ξ) + f2(η) − f(0) − g(0) = f1(ξ) + f2(η) − f1(0) = f1(ξ) + f2(η) − f2(0).

所以 f3, f4 必须满足

f3(ξ) = f1(ξ) + f2(b) − f1(0), f4(η) = f1(a) + f2(η) − f1(0),

除此之外方程(3.9)均无解。因而我们一般不能提弦振动方程的狄利克雷问题。

同样，对热传导方程，由前面所证明的唯一性定理知，在矩形区域 OABC(图4.3) 上，狄利克雷问题一般也无解。
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§4 先验估计

1. 椭圆型方程解的最大模估计

常用的先验估计有：最大模估计、均方估计。先验估计一般可以得到相应定解问题的存在性与唯一性。

设 Ω ⊂ Rn 为有界区域，具有光滑边界 Γ。讨论 Ω 上调和方程的狄利克雷问题的最大模估计 ∆u = f(x),

u|Γ = φ(x),
(4.1)

定理 4.1

（弱极值原理）设 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄) 在 Ω 中满足

∆u ≥ 0, (4.2)

则成立

max
Ω̄

u = max
Γ

u. (4.3)

证 因 Ω 是有界区域，且 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄)，故 max
Ω

u = max
Ω̄

u。若(4.2)为严格不等式，设 u 在 Ω

内部某点 P 取到最大值，则对一切 i 都有 ∂2u
∂x2

i

(P ) ≤ 0，从而 ∆u(P ) =
n∑
i=1

∂2u
∂x2

i

(P ) ≤ 0 与 ∆u > 0 矛盾。

若(4.2)为非严格不等式，对任意给定的 ε > 0，令 w = uεe
x1，则

∆w = ∆u + ε∆(ex1 ) = ∆u + ε
∂2

∂x2
i

(ex1 ) = ∆u + εe
x1 > 0,
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§4 先验估计

1. 椭圆型方程解的最大模估计

于是最大值只能在边界上达到，又因 Ω 是有界区域，则对 x = (x1, · · · , xn) ∈ Ω 的分量 x1 必是可控的，即必存在

a, b ∈ R 使得 a ≤ x1 ≤ b，如下图

从而 max
Ω̄

u(x) ≤ max
Ω̄

w(x) = max
Γ

w(x) ≤ max
Γ

u(x) + εmax
Γ

ex1 ≤ max
Γ

u(x) + εmax
Γ

eb,

再令 ε → 0，即得 max
Ω̄

u(x) ≤ max
Γ

u(x)。又 max
Ω̄

u(x) ≥ max
Γ

u(x)，从而 max
Ω̄

u(x) = max
Γ

u(x)，即(4.3)式

成立。

定义： ∆u ≥ 0 : 下调和；∆u = 0 : 调和；∆u ≤ 0 : 上调和。

注： 上述的证明方法也适用于讨论一般二阶线性椭圆型方程的情形。
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§4 先验估计

1. 椭圆型方程解的最大模估计

定理 4.2

设 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄) 是问题(4.1)的解，则成立

max
Ω̄

|u| ≤ Φ + CF, (4.4)

其中 Φ = max
Γ

|φ(x)|, F = sup
Ω

|f(x)|，而 C 是只依赖于 n 与 Ω 的正常数。

证 因 Ω 是有界区域，不妨设 Ω 位于带形区域 0 < x1 < d 中，如图

作辅助函数

v(x) = Φ + (ead − e
ax1 )F

(
≤ Φ + (ead − 1)F

)
(a > 1). (4.5)

因 a > 1 > 0，则 |f | ≤ F < a2F，于是在 Ω 中
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§4 先验估计

1. 椭圆型方程解的最大模估计

∆(u − v) = ∆u − ∆v = f + a
2
e
ax1F ≤ 0, (4.6)

而在边界 Γ 上

(u − v)|Γ =
[

(u − Φ) − (ead − e
ax1 )F

]∣∣
Γ

≤ 0. (4.7)

故由定理 4.1 知，在 Ω 内部也成立 u − v ≤ 0，即 u ≤ v ≤ Φ + (ead − 1)F。取 C = ead − 1，即得

max
Ω̄

u ≤ Φ + CF.

因 −u 也满足(4.1)，且 −f(x) ≤ F,−φ(x) ≤ Φ，故也有 max
Ω̄

(−u) ≤ Φ + CF。于是(4.4)得证。

推论： 设 u1, u2 是问题(4.1)对应于 φ1, φ2, f1, f2 的两解，令 u = u1 − u2，则 u 满足 ∆u = f − 1 − f2 ≜ f,

u|Γ = φ1 − φ2 ≜ φ,

则由定理 4.2 知

∥u∥C(Ω̃) ≤ ∥φ∥C(Γ ) + ∥f∥C(Γ ).

显然稳定性成立。若 φ = f = 0，由上式知 u = 0，即唯一性成立。
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§4 先验估计

2. 热传导方程解的最大模估计

设 Ω 为有界区域，具有光滑边界 Γ，QT = Ω × (0, T )，ΣT = {t = 0, x ∈ Ω} ∪ {x ∈ Γ, 0 ≤ t ≤ T}

（抛物边界）。 
ut − a2∆u = f(x, t),

ut=0 = φ(x),

u|Γ×(0,T ) = g(x, t).

(4.8)

定理 4.3

设 u ∈ C2(QT ) ∩ C1(Q̄T ) 是问题(4.8)的解，则成立

max
QT

|u| ≤ FT + B, (4.9)

其中 F = sup
QT

|f |, B = max{max
x∈Ω

|φ|, max
x∈Γ,0≤t≤T

|g|}。

推广的极值原理： 若 w(x, t) ∈ C2(QT ) ∩ C0(Q̄T )，且在 QT 中满足

wt − a
2∆w ≤ 0, (4.10)

则 w(x, t) 的极大值必在 QT 的抛物边界 ΣT 上达到。由第二章定理 4.1 的推论即可知。
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§4 先验估计

2. 热传导方程解的最大模估计

定理 4.3 的证明

令

w(x, t) = u(x, t) − Ft − B. (4.11)

易见在 QT 中

wt − a
2∆w = f − F ≤ 0.

又由 B 的选取知：w|ΣT
= u|ΣT

− B ≤ 0，所以由推广的极值原理知在 QT 中

w(x, t) ≤ 0 =⇒ u(x, t) ≤ Ft + B ≤ FT + B,

从而

max
QT

u(x, t) ≤ FT + B.

同理，max
QT

(−u) 也被同样的上界控制，故得(4.9)式。
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§4 先验估计

3. 双曲型方程解的能量估计

设 Ω ⊂ Rn 为有界区域，具有光滑边界 Γ，QT = Ω × (0, T )。讨论一般形式得二阶线性双曲型方程的能量估计

∂2u

∂t2
−

n∑
i,j=1

aij(x, t)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i

bi(x, t)
∂u

∂xi
+ b0(x, t)

∂u

∂t
+ c(x, t)u = f(x, t). (4.12)

作如下假设

(i) aij ∈ C1(Q̄T ) 和 bi, b0, c, f ∈ C(Q̄T )；

(ii) （严格双曲条件）aij = aji, ∀i, j = 1, · · · , n，且 ∃α > 0 使得对一切 (x, t) ∈ Q̄T 和任意给定的实向

量 (ξ1, · · · , ξn)，成立

n∑
i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≥ α

n∑
i

ξ
2
i = α|ξ|2

. (4.13)

说明：由于 Q̄T 是有界闭集，因此由 (i) 知，aij , (aij)xi , (aij)t, bi, b0, c, f 在 Q̄T 中均有界。令

A = (aij)n×n，则由 (ii) 知，矩阵 A 正定。
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§4 先验估计

3. 双曲型方程解的能量估计

现给定初始条件和边界条件 
u|t=0 = φ(x),

∂u

∂t

∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ Ω, (4.14)

u
∣∣

ΣT

= 0, (4.15)

其中 ΣT = Γ × (0, T ) 是区域 QT 的侧边界。

引入能量函数：

E(t) =
w
Ω

(
u

2
t +

n∑
i,j=1

aijuxiuxj

)
dx. (4.16)

定理 4.4

若 u(x, t) 是初边值问题(4.12)，(4.14)及(4.15)的解，则成立能量估计式

E(t) ≤ E(0)eCt + Ce
Ct
w
t

0

w
Ω
f

2
dxdt, 0 ≤ t ≤ T, (4.17)

其中 C 为一个不依赖于 u 的常数。

证 将(4.12)两端同乘 ut，并在 Ω 上关于 x 积分，得到

w
Ω

(
ututt − ut

n∑
i,j=1

aijuxixj + ut

n∑
i

biuxi + b0u
2
t + cuut

)
dx =

w
Ω
utfdx. (4.18)

数学物理方程 (谷超豪 李大潜 陈恕行 郑宋穆 谭永基) 238/ 249



第一章 波动方程 第二章 热传导方程 第三章 调和方程 第四章 二阶线性偏微分方程的分类与总结

§4 先验估计

3. 双曲型方程解的能量估计

因
w
Ω
ututtdx = d

dt

w
Ω

1
2u

2
tdx，注意到 u|ΣT

= 0 ⇒ ut|ΣT
= 0。又注意到格林公式

w
Ω

∂h

∂xj
dx =

w
∂Ω
f · cos(n, xj)dx

在格林公式中 h = utaijuxi，然后再分部积分得

w
Ω
utxj aijuxidx +

w
Ω
ut(aij)xjuxidx +

w
Ω
utaijuxixj dx =

w
Ω

∂

∂xj
(utaijuxi )dx =

w
Γ
utaijuxi cos(n, xj)dx = 0,

而又知 aij 对称，故

w
Ω

n∑
i,j=1

aijutxjuxidx =
1
2

w
Ω

n∑
i,j=1

aij
[
utxjuxi + utxiuxj

]
dx =

1
2

w
Ω

n∑
i,j=1

aij
(
uxiuxj

)
t
dx

=
1
2

w
Ω

n∑
i,j=1

(
aijuxiuxj

)
t
dx −

1
2

w
Ω

n∑
i,j=1

(aij)tuxiuxj dx,

从而(4.18)化为

d

dt

{ 1
2

w
Ω

(
u

2
t +

n∑
i,j=1

aijuxiuxj

)}
+
w
Ω
ut(aij)xjuxidx

−
1
2

w
Ω

n∑
i,j=1

(aij)tuxiuxj dx +
w
Ω

(
ut

n∑
i

biuxi + b0u
2
t + cuut

)
=

w
Ω
utfdx. (4.19)
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§4 先验估计

3. 双曲型方程解的能量估计

简记为

dE

dt
=

w
Ω
p(u, ut, ux)dx +

w
Ω
utfdx, (4.20)

其中 p(u, ut, ux) = 1
2

n∑
i,j=1

(aij)tuxiuxj − ut(aij)xjuxi −
(
ut

n∑
i

biuxi + b0u
2
t + cuut

)
。再由柯西不等式：

ab ≤ 1
2 (a2 + b2) 和假设 (i)，有

∣∣∣w
Ω
p(u, ut, ux)dx

∣∣∣ ≤ C1

w
Ω

(
u

2 + u
2
t +

n∑
i

u
2
xi

)
dx, (4.21)

其中 C1 为与 u 无关的正常数。

引理 4.1

设 u = u(x) 在有界区域 Ω 上连续，且在边界上为零，则成立如下的弗里德克斯（Friedrichs）不等式：

w
Ω
u

2
dx ≤ C0

w
Ω

n∑
i

u
2
xi
dx, (4.22)

其中 C0 为与 u 无关的正常数。
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§4 先验估计

3. 双曲型方程解的能量估计

证 不妨设 n = 2, Ω 在第一象限内，则由 Ω 的有界性可作矩形

Ω1 = {0 ≤ x ≤ a, α ≤ y ≤ β} ⊃ Ω,

并在 Ω1\Ω 上 u ≡ 0。

对于任意给定的一点 (x̄1, x̄2) ∈ Ω1，则 u(0, x̄2) = 0。于是成立

u(x̄1, x̄2) =
w
x̄1

0
ux1 (x1, x̄2)dx1 ≤

(w
x̄1

0
u

2
x1

(x1, x̄2)dx1

) 1
2 (w x̄1

0
12
dx
) 1

2 =
(w

x̄1

0
u

2
x1

(x1, x̄2)dx1

) 1
2
√
x̄1,

再利用施瓦茨（Schwarz）不等式：
w b

a
g · hdx ≤

(w b

a
g2dx

) 1
2
(w b

a
h2dx

) 1
2 知

u
2(x̄1, x̄2) ≤ x̄1

w
x̄1

0
u

2
x1

(x1, x̄2)dx1 ≤ a

w
a

0
u

2
x1

(x1, x̄2)dx1.

将上式两端对 (x̄1, x̄2) 积分，得
w
Ω1
u2(x̄1, x̄2)dx̄1dx̄2 ≤ a2

w
Ω1
u2
x1
dx̄1dx̄2 ≤ a2

w
Ω1

(u2
x1

+ u2
x2

)dx̄1dx̄2.
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§4 先验估计

3. 双曲型方程解的能量估计

因在 Ω 外 u ≡ 0，故取 C0 = a2，就有
w
Ω1
u2dx̄1dx̄2 ≤ C0

w
Ω1

(u2
x1

+ u2
x2

)dx̄1dx̄2。引理证毕。

利用(4.22)，并由(4.21)即有

∣∣∣w
Ω
p(u, ut, ux)dx

∣∣∣ ≤ C1

w
Ω

(
u

2
t +

n∑
i

u
2
xi

)
dx. (4.23)

又注意到

∣∣∣w
Ω
utfdx

∣∣∣ ≤
1
2

w
Ω

(
u

2
t + f

2)
dx, (4.24)

综上可有

dE

dt
≤ C(E(t) +

w
Ω
f

2
dx). (4.25)

同样两端同乘以 e−Ct 再对 t 积分，即可得 E(t) ≤ E(0)eCt + CeCt
w t

0

w
Ω
f2dxdt。定理得证。

注：与波动方程相仿，利用能量估计式(4.17)即可得初边值问题(4.12)，(4.14)以及(4.15)的解的唯一性以及在均方

模意义下解关于初值及右端项的稳定性。
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§4 先验估计

4. 抛物型方程解的能量估计

考察二阶抛物型方程

ut −
n∑

i,j=1

aij(x, t)uxixj +
n∑
i

bi(x, t)uxi + c(x, t)u = f(x, t), (4.26)

其中 QT = Ω × (0, T )，对系数和方程右端项假设满足上一段的 (i)、(ii)，另外还给出如下的初始条件及边界条件

t = 0 : u = φ(x), x ∈ Ω, (4.27)

u|ΣT
= 0. (4.28)

定理 4.5

若 u(x, t) 是初边值问题(4.26)-(4.28)的解，E(t) = 1
2

w
Ω
u2dx，则成立能量估计式

E(t) ≤ E(0)eCt + e
Ct
w
t

0

w
Ω
f

2
dxdt, 0 ≤ t ≤ T, (4.29)

其中 C 为一个不依赖于 u 的正常数。

证 对方程(4.26)两端乘以 u，然后在 Ω 上关于 x 积分，得到

w
Ω
u
(
ut −

n∑
i,j=1

aij(x, t)uxixj +
n∑
i

bi(x, t)uxi + c(x, t)u
)

=
w
Ω
fudx. (4.30)
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§4 先验估计

4. 抛物型方程解的能量估计

上式左端第一项可写为 d
dt

{
1
2

w
Ω
u2dx

}
= d

dt
E(t);

第二项利用格林公式进行分部积分，并注意到边界条件(4.28)，可写为

w
Ω

n∑
i,j=1

aijuxiuxj dx +
w
Ω

n∑
i,j

(aij)xjuuxidx.

记
w
Ω
Q(u, ux)dx =

w
Ω

n∑
i,j

(aij)xjuuxidx −
w
Ω

n∑
i

biuxidx −
w
Ω
cudx。同样利用假设 (i) 可得，对一切

0 ≤ t ≤ T 成立 ∣∣∣w
Ω
Q(u, ux)dx

∣∣∣ ≤ CT

w
Ω

( n∑
i

|u||uxi | + u
2)
dx, (4.31)

而对任意给定的 ε > 0，有

w
Ω

n∑
i

|u||uxi |dx ≤
ε

2

w
Ω

n∑
i

|uxi |
2
dx +

n

2ε

w
Ω

|u|2
dx, (4.32)

取 ε = α
2CT
，再由(4.31)可知

∣∣∣w
Ω
Q(u, ux)dx

∣∣∣ ≤
α

2

w
Ω

n∑
i

|uxi |
2
dx + C1

w
Ω

|u|2
dx, (4.33)

其中 C1 = nC2
T

2α + CT。将(4.33)代入(4.30)，易得
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§4 先验估计

4. 抛物型方程解的能量估计

dE

dt
+
w
Ω

n∑
i,j=1

aijuxiuxj dx ≤
α

2

w
Ω

n∑
i

|uxi |
2
dx + (C1 +

1
2

)
w
Ω
u

2
dx +

1
2

w
Ω
f

2
dx. (4.34)

再利用假设 (ii) 有

w
Ω

n∑
i,j=1

aijuxiuxj dx ≥ α

w
Ω

n∑
i

|uxi |
2
dx, (4.35)

从而得到

dE

dt
≤ C2E(t) +

w
Ω
f

2
dx, (4.36)

其中 C2 = 2C1 + 1。模仿双曲型方程能量不等式的推导，可由(4.36)推出(4.29)。证毕。

注：由定理 4.5 可推出双曲型方程初边值问题(4.26)-(4.28)的解的唯一性，以及在均方模意义下解关于初值与右端
项的稳定性。
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§4 先验估计

5. 椭圆型方程解的能量估计

考察二阶椭圆型方程

n∑
i,j=1

aij(x)uxixj +
n∑
i

bi(x)uxi + c(x)u = f(x). (4.37)

与前面相仿，假设：
(i) aij ∈ C1(Ω̄T ) 和 bi, c, f ∈ C(Ω̄T )；
(ii) aij = aji, ∀i, j = 1, · · · , n，且 ∃α > 0 使得对一切 x ∈ Ω̄T 和任意给定的实向量 (ξ1, · · · , ξn)，成立

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ α

n∑
i

ξ
2
i = α|ξ|2

. (4.38)

边界条件为

u|Γ = 0. (4.39)

定理 4.6

存在一个仅依赖于区域 Ω,α 以及

∣∣∣ ∂aij∂xj

∣∣∣ , |bi|(i, j = 1, · · · , n) 的最大值的正常数 λ0，在 c(x) ≤ −λ0 时，椭圆型方

程(4.37)及(4.39)的解 u = u(x) 满足

w
Ω

(
n∑
i

|uxi |
2 + u

2

)
dx ≤ C

w
Ω
f

2
dx, (4.40)

其中 C 为一个不依赖于 u 的正常数。
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§4 先验估计

5. 椭圆型方程解的能量估计

证 对方程(4.37)两端乘以 u，然后在 Ω 上积分，得

w
Ω

( n∑
i,j=1

aijuxixju +
n∑
i

biuxiu + cu
2
)
dx =

w
Ω
fudx. (4.41)

将上式右端第一项利用格林公式进行分部积分，并利用边界条件(4.39)，可得

w
Ω

n∑
i,j=1

aijuxixjudx =
w
Γ

n∑
i,j=1

aijuxi cos(n, xj)udS

−
w
Ω

n∑
i,j=1

aijuxiuxj dx −
w
Ω

n∑
i,j=1

∂aij

∂xj
uxiudx

= −
w
Ω

n∑
i,j=1

aijuxiuxj dx −
w
Ω

n∑
i,j=1

∂aij

∂xj
uxiudx, (4.42)

于是(4.41)可改写为

w
Ω

( n∑
i,j=1

aijuxiuxj − cu
2
)
dx = I, (4.43)

其中

I = −
w
Ω

n∑
i,j=1

∂aij

∂xj
uxiudx +

w
Ω

n∑
i=1

biuxiudx −
w
Ω
fudx. (4.44)
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§4 先验估计

5. 椭圆型方程解的能量估计

记

M = max
i

max
x∈Ω̄

( n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂aij∂xj

∣∣∣∣ , |bi|
)
, (4.45)

则对任意给定的 ε > 0，有

I ≤2M
w
Ω

n∑
i=1

|uxi ||u|dx +
w
Ω

|f ||u|dx

≤2M
(
ε

2

w
Ω

n∑
i=1

|uxi |
2
dx +

n

2ε

w
Ω
u

2
dx

)
+

1
2

w
Ω

(u2 + f
2)dx

=Mε

w
Ω

n∑
i=1

|uxi |
2
dx +

(
nM

ε
+

1
2

)w
Ω
u

2
dx +

1
2

w
Ω
f

2
dx.

取 ε = α
2M，则由(4.43)以及假设(4.38)可得

α

w
Ω

n∑
i=1

|uxi |
2
dx −

w
Ω
cu

2
dx ≤

α

2

w
Ω

n∑
i=1

|uxi |
2
dx +

( 2nM2

α
+

1
2

)w
Ω
u

2
dx +

1
2

w
Ω
f

2
dx. (4.46)

令 λ0 = 2nM2

α
+ 1

2，则当 c ≤ −λ0 时就有

α

2

w
Ω

n∑
i=1

|uxi |
2
dx ≤ C

w
Ω
f

2
dx. (4.47)

最后利用边界条件(4.39)以及弗里德里不等式(4.22)，成立
w
Ω

(
n∑
i=1

|uxi |
2 + u2)dx ≤ C

w
Ω
f2dx。证毕。
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§4 先验估计

5. 椭圆型方程解的能量估计

注：与双曲型、抛物型方程相仿，能量估计式(4.40)可导致椭圆型方程狄利克雷问题解的唯一性以及在均方模意义下对

右端项的连续依赖性。

注：值得强调的是，在定理 4.6 中 c(x) ≤ −λ0 的条件是重要的。当这个条件不成立时，能量估计式以及解的唯一

性与稳定性都可能不成立。

反例：设 Ω 为平面上的矩形区域 [0, π; 0, π]，在 Ω 上考察下列椭圆型方程的第一边值问题：

∆u + cu = f, 在 Ω 中， (4.48)

u|Γ = 0. (4.49)

易证，当 c = 2n2 时，相应的齐次问题除零解外，还有非零解 u = sinnx sinny，即唯一性不成立。相应地，(4.40)形式

的能量估计式也不可能成立。
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